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4 Notiuni de dinamica neliniara

4.1 Introducere

Abordarea sistemica a problemelor ingineresti, legate de prelucrarea semnalelor,
presupune dezvoltarea unui model matematic adecvat pentru sistemele analizate.
Pentru dezvoltarea structuratd a unui model sistemic este necesard delimitarea
sistemului studiat, specificarea interactiunilor acestuia cu mediul inconjurdtor si
functionalitatea sistemului fizic supus procesului de modelare.

Delimitarea sistemului de mediul inconjurator are, cu precadere un caracter
spatial, dar, in subsidiar implicd §i un caracter notional sau informational,
contindnd uzual §i un Inceput de specificare a structurii sale prin identificarea
subsistemelor din care este compus.

Interactiunile cu mediul se grupeaza in semnale de intrare (modeland influenta
mediului asupra sistemului) si de iesire (modeland influenta sistemului asupra
mediului). Din punctul de vedere al legaturilor cu exteriorul, sistemele pot fi
autonome, atunci cand nu apare intrarea in mod explicit in ecuatiile ce constituie
modelul, sau ne—autonome, In cazul in care se introduce intrarea In modelul
matematic al sistemului.

Functionalitatea sistemului se specifica printr-un set de ecuatii care s modeleze
prelucrarile semnalelor de intrare ce duc la obtinerea iesirilor. Un element esential
in obtinerea operatorilor matematici care modeleazd aceste procese il constituie
dinamica internd a sistemului analizat. Aceasta evidentiazad caracterul cu memorie
(dinamic) al prelucrarilor de semnal, atunci cand sistemele nu sunt pur algebrice,
impunand amprenta specificd sistemului analizat asupra iesirilor acestuia.
Obtinerea ecuatiilor reprezentand opratorul matematic ce modeleazd sistemul
studiat se poate face in doud moduri: structural, prin evidentierea subsistemelor cu
ecuatiile lor constitutive §i a conexiunilor acestora, modelate de ecuatiile de
legatura, sau functional, prin determinarea intrare—iesire a unui model de tip cutie

neagra (black box).



4.1 Introducere 151

Modelele sistemelor dinamice pot fi in timp continuu (analogice), modelate de
ecuatii diferentiale, sau in timp discret (discrete), modelate cu ecuatii cu diferente.
Pentru asigurarea realizabilitatii fizice, modelele matematice obtinute trebuie sa
respecte principiul cauzalitatii, ceea ce nu exclude prezenta, in etapele
intermediare, de calcul, a unor modele ne—cauzale.

Sistemele neliniare, la care vom face referire in continuare, pot dezvolta o
dinamica mult mai complexd decat cele liniare, cu proprietati dificil de evidentiat
pur algebric. Nivelul de abstractizare al modelului poate fi ierarhizat in categoriile:
modele analitice, geometrice si algebrice. Cu cat modelul este mai abstract, cu atat
oferd o caracterizare mai globala si implicd un numar mai mic de calcule analitice
pentru evidentierea proprietatilor sistemului. Un exemplu griitor il reprezinta
sistemele liniare, pentru care abordarea frecventiald, bazata pe transformate de tip
Laplace sau Z, permite algebrizarea ecuatiilor diferentiale sau cu diferente, liniare
si invariante, ce reprezintd modelul de baza, analitic, al sistemului de prelucrare de
semnal. Modelele de nivel geometric permit studiul dinamicii interne a sistemului
studiat, plecand, nu de la o conditie initiald unica, ci de la o intregd multime de
conditii initiale, structuratd geometric sub forma unei varietiti diferentiale.
Dinamica sistemului studiat se va reflecta prin modificarile aduse in timp de sistem
prelucrarilor de semnal pentru care sistemul este cel mai eficient.

Domeniul de studiu al dinamicii neliniare este mai recent si mai dificil decat cel
al sistemelor liniare, implicit mai putin maturizat decat acesta. De aceea, abordarea
prezentata in continuare va fi una analitica, continand doar sugestii de algebrizare
prin dinamica simbolicd a sistemelor haotice. In paragraful ce urmeazi se va
evidentia eficienta modelului bazat pe ecuatii de stare, atit din punctul de vedere al
paragraf este orientat spre evidentierea diverselor tipuri de comportéri dinamice, in

ordinea crescatoare a complexitatii lor.
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4.2 Caracterizarea circuitelor neliniare

4.2.1 Caracterizarea intrare - iesire

Caracterizarea sistemelor prin abordarea intrare — iesire este cea mai simpla
variantd, oferind informatii suficiente privitoare la comportarea sistemelor liniare
cu memorie sau neliniare algebrice. In aceasti abordare, se iau in consideratie
numai semnalele caracterizand influenta mediului asupra sistemului, intrarile, si
influenta sistemului asupra mediului, deci iesirile. Ne luandu-se in considerare si
evolutia temporald a semnalelor ce caracterizeaza influentele reciproce intre sub-
sistemele ce compun sistemul analizat, adica variabilele de stare, acest tip de
caracterizare nu subliniaza dinamica internd a sistemului studiat.

In cazul sistemelor liniare, abordarea intrare — iesire este deosebit de eficienta,
datoritd metodelor frecventiale, de tip Laplace, Z sau Fourier, care furnizeaza o
marime caracterizand global functionarea sistemului si anume functia de transfer.
In cazul neliniar, metodele frecventiale isi pierd utilitatea, reducand astfel si
eficienta caracterizarii intrare — iesire.

Sistemele analogice neautonome sunt descrise prin ecuatii diferentiale de ordin
egal cu ordinul sistemului, &, in care intrarile si iesirile, impreuna cu derivatele lor
sunt legate printr-o functie algebrici neliniard. In cel mai general caz, sistemul

poate fi multi — intrare, multi — iesire, intrarea e(t) si iesirea y(t) fiind vectori:

fy@Y'@...y"(1).e).e'),..e" 1) =0 (4.1

In majoritatea cazurilor ce urmeaza, dacad nu se specifica altfel, sistemul

prezinta o singura intrare si o singura iesire, e(?) si y(?) fiind scalari:
SO0V 0" .)€ )...e" 1) =0 (42)

Daca functia neliniard, f(---), o permite, este utild explicitarea ecuatiei

diferentiale implicite de mai sus in forma:
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0= [0 0.y W.et).e'(0)....e" (1) (4.3)

Cazul particular al sistemelor neliniare autonome este caracterizat de ecuatii

diferentiale in care nu este prezent semnalul de intreare, de forma:

0.y ®...y"(1)=0 (4.4)

respectiv:
W)= fv'@),.y" (1) (4.5)

Situatia sistemelor liniare neautonome este obtinutd prin inlocuirea functiilor

neliniare algebrice cu combinatii liniare, cu coeficienti constanti:
N M
() — (
2 a, y" (=2 b, e () (4.6)
n=0 m=0

In cazul unui sistem liniar autonom membrul drept este nul, rezultind forma

particulara:
N
>, y"(6)=0
n=0 (4.7)

Sistemele discrete pot fi modelate intr-un mod similar, utilizdnd insa ecuatii cu
diferente in locul celor diferentiale. Cazul neliniar neautonom poate fi multi —

intrare / multi — iesire:
fy[k],y[k-1],...y[k-N],e[k],e[k-1],..,e[k-M]) = O (4.8)

Pentru simplitatea notatiilor insa, in cele ce urmeaza, sistemele prezentate vor fi

cu o singura intrare si o singura iesire, e[k] si y[k] fiind scalari:
fOlk] y[k-1],..y[k-N].e[k].e[k-1],...e[k-M])=0 4.9

Ca si 1n cazul analogic, vom cauta, acolo unde este posibil, sa explicitim
semnalul de iesire, in forma sa ne-decalatd in timp, din ecuatia implicitd (4.9), in

forma:
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ylk] = f,0[k-1],..y[k-NJe[k].e[k-1],...e[k-M]) (4.10)

Cazul autonom se simplificd prin eliminarea semnalului de intrare din ecuatia
(4.10), rezultand formula (4.11):

Jolk].ylk-1]....y[k-N]) =0 (4.11)

Si in acest caz, explicitarea semnalului de iesire aduce avantaje atdt pentru
dezvoltarea algoritmilor de calcul a solutiilor cét si pentru realizarea de scheme

bloc pentru implementarea unui astfel de sistem:

yIk] = folk-11...y[k-NJ) (4.12)

In cazul liniar, exprimarile anterioare se particularizeaza, similar sistemelor

analogice, in forma ne — autonoma:

> a,vfken] = b, efkem]
n=0 m=0 (4 1 3)

respectiv autonoma:

z a,y[k-n] =0
10 (4.14)

4.2.2 Caracterizarea intrare — stare — iesire

4.2.2.1 Ecuatii de stare

Abordarea bazata pe ecuatii de stare, evidentiaza si structura, implicit dinamica,
interna a sistemului analizat. In acest mod se inlocuieste ecuatia, fie diferentiala, fie
cu diferente, de ordinul N, cu N ecuatii corespunzatoare de ordinul I, la care se
adaugd o ecuatie algebrica de iesire. Aceastd abordare analitica se traduce, din
punctul de vedere al implementarii, prin evidentierea a N subsisteme de ordinul I
interconectate conform functiilor neliniare, de tranzitie a starii, dupa o topologie

generica sugerata de figura 4.1.
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Fig. 4.1 Schema bloc generica bazata pe principiul ecuatiilor de stare

In acest mod se evidentiaza influenta semnalului de intrare, e, asupra tuturor
variabilelor de stare, x,, n = 1,...,N, deducerea iesirii, y, din intrare si stare, In mod

algebric si gruparea variabilelor de stare intr-un vector de stare:

(4.15)

Pentru un sistem analogic, neliniar si ne — autonom, ecuatiile de stare au forma

vectoriala:

X' () =f(x(1),e(t))

y(t) = g(x(1).e(t)) (4.16)

In ecuatia (4.16) marimile au semnaficatiile:
- prima ecuatie vectoriala reprezinta sistemul de ecuatii de stare
- adoua ecuatie este denumita ecuatie de iesire
- e(1) si y(t) reprezinta semnalele de intrare, respectiv iesire

- x(t) noteaza vectorul N — dimensional al variabilelor de stare:
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x,(1)
x()=|

Xy (0) (4.17)

- fsi g reprezinta functii algebrice neliniare:

[R5 RY

este functia, vectoriald de argument vectorial, de tranzitie a
starilor, iar

. N+l
g >R este functia scalara de iesire.

Cu aceste notatii precizate, sistemul de ecuatii de stare poate fi detaliat:

(1) = fi(x(® - xu(0) ()
X0 = f(x(0) - xy(1) ()

50 = fy(5f0) - xy(1) (1) (4.18)

Cazul sistemelor neliniare autonome conduce la ecuatii de stare de forma (4.19),

in care semnalele de intrare nu mai sunt prezente.

{X' () =1f(x(1))
y(®) =g(x(®) (4.19)

Sistemele liniare sunt descrise de ecuatii in care functiile algebrice neliniare
sunt nlocuite de combinatii liniare cu coeficienti constanti. Ecuatiile de stare au
coeficientii structurati in forma de matrici si vectori, asa cum este prezentat in

relatia (4.20) pentru un sistem neautonom:

{x'(t) =AX(?)+be(t)

y(t)=c¢"x(t)+de(r) (4.20)

Cazul autonom se simplifica prin eliminarea termenilor contindnd semnalul de

intrare, ajungandu-se la forma (4.21):
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{x' (t) = Ax(¢)
y(t)=c"x(1) (4.21)

Sistemele discrete sunt descrise de ecuatii de stare bazate pe ecuatii de ordinul 1

cu diferente. In cazul neliniar i ne — autonom, acestea au forma:

{x[kJrl ] =f(x/k],e[k])
yIk] = g(x[k].e[k]) (4.22)

Pentru sistemele neliniare autonome ajungem la ecuatii de stare simplificate de
forma (4.23).

{x[k+1 ] =fx/k])
y[k] = g(x[k]) (4‘23)

Ecuatiile de stare pentru sisteme liniare neautonome au o forma similard cazului
analogic, cu diferenta legatd de elementul cu memorie. In loc de derivare, apare

intarzierea cu un tact:

{x[kﬂ] =A-x/k] +b-e[k]
v[k] =c' -x[k] +d -e[k] (4.24)

Sistemele discrete liniare, dar autonome, au ecuatii de stare de tipul (4.25).

{x[kﬂ] =A-x/k]
vk =" -x[k] (4.25)

4.2.2.2 Legatura intre sistemele autonome si neautonome

Comparand ecuatiile ce descriu sistemele ne — autonome §i autonome, apare ca
variantd de studiu evidentd anularea intrarii. Ca etapda de analiza a unui sistem
neliniar, aceastd variantd este viabila: Intdi se studiazia comportarea dinamici a
sistemului aflat numai sub influenta starii initiale, cu intrare nuld, urmand ca apoi,
avand experienta cunoasterii comportamentului liber al sistemului studiat, sa se

aprofundeze studiul si asupra situatiei rdspunsului fortat.
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Existd 1nsa si posibilitatea studiului dinamicii fortate, pastrand forma autonoma
a ecuatiilor, prin cresterea ordinului acestora. Aceasta variantd este posibila in
cazul excitatiilor periodice. Pornim de la sistemul neliniar, analogic, ne — autonom,

descris de ecuatiile de stare, cu dimensiunea sistemului N:
X'(1) =f(x(1),e(t)) (4.26)

La cele N ecuatii de stare, ale sistemului ne — autonom, se adaugd o ecuatie
suplimentara [1], care urmareste generarea unei solutii proportionale cu variabila

independenta, cu interpretare de timp, si cu repetare periodica, de perioada T

Xy,'(1)=1(mod T) (4.27)

In cazul integrarii, cu o conditie initiald nuli, x,,,(0)=0 , variabila de stare

suplimentara devine:

Xyu(t)=t(mod T) (4.28)

Astfel putem genera semnalul prototip, periodic, de intrare, folosind formula de

calcul a acestuia drept functie neliniara aplicata noii variabile de stare:
e(t)=e(xy.,(1) (4.29)

In acest mod rezulta sistemul augumentat:

X'() = fix(t),e(xy. (1)
Xy /() = 1(modT)

Y = g(xX(1).e(xy, (1) (4.30)

Acesta este autonom, dar de ordin cu o unitate mai mare. Constructia sistemului
augumentat poate fi interpretatd ca fiind includerea modelului generatorului care
ataca intrarea sistemului ne — autonom studiat in interiorul modelului augumentat,
care devine astfel autonom.

Sistemele in timp discret se trateazd in aceeasi manierd, pornind de la ecuatiile

de stare de ordin V:
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{x[kJrl ] = f(x/k] e[k])
vlk] = g(x[k].e[k]) 431)

La ecuatiile de stare ale sistemului ne — autonom, se adaugd o ecuatie

suplimentard, generand prototipul periodic, de perioada fundamentala K.,

Xy lk+1] =xy,,/k]+1(mod K )

per (4.32)
Acesta are solutia evidenta:
Xyulk] =k (mod K, W)
Obtinuta in conditie initiald nula:
Xy,[0/=0 (4.34)

Similar situatiei sistemelor analogice, putem genera semnalul de intrare,
prelucrand, cu un circuit algebric, descris de o functie neliniara, noua variabila de

stare:
e[k] = e(xy ., [k]) (4.35)
In acest mod rezulta sistemul discret, autonom, augumentat, de forma:
xfk+1] = f(x/k],e(xy,,[K]))

Xyulk +1] = xy,.[k] +1(mod K,.)
yik] = g(x[k].e(xy,,[k])) (4.36)

Acesta este autonom, dar de ordin cu o unitate mai mare.
Includerea modelului generatorului care atacd intrarea sistemului neliniar
neautonom studiat in interiorul modelului global, care devine astfel autonom,

evidentiaza faptul cd intrarile sunt, la randul lor, generate de subsisteme.
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e(t) y(t)

Generator semnal intrare Intrare lesire ——»

\4

- Semnal
Sistem Sistem de
autonom neautonom iesire

Fig. 4.2 Schema bloc sugerand interpretarea intuitiva a incrementarii ordinului

sistemului

Augumentarea cu o singurd variabila de stare este canonicd (minimald ca
dimensiune) si generald. Dar ea este posibila numai daca este cunoscutd formula
analiticd a semnalului de intrare, iar acesta este periodic. Daca aceaste conditii nu
sunt Indeplinite, dar se cunoaste modelul generatorului (de exemplu dat prin
ecuatiile sale de stare), rezultd ca fiind mai intuitiva introducerea unui model mai
complicat dar mai apropiat de structura fizicd de implementare in sistemul autonom

global.

4.2.2.3 Scrierea ecuatiilor de stare

Scrierea ecuatiilor de stare pentru sisteme neliniare urmeaza aceleasi principii
cu orice abordare a trecerii de la modelul fizic (de ex. schema electrica sau bloc a

unui circuit electronic) la cel matematic, reprezentat de un set de ecuatii:

se identifica structura sistemului (subsisteme si modul lor de interconectare)

¢ se adoptd modele matematice pentru toate subsistemele

e se alege cea mai avantajoasd modelare matematica a modului de interconectare
a subsistemelor

e se prelucreaza ecuatiile rezultate din ultimele doud erape pentru a le aduce la
forma dorita

In cazul circuitelor neliniare, scrierea ecuatiilor de stare este similard celei
intalnite la circuite liniare, cu remarca necesititii, in anumite cazuri, a
inversabilitatii unor functii algebrice neliniare, caracterizind elementele de circuit

functionand in regim neliniar.
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Fig. 4.3 Schema echivalentd a oscilatorului Colpitts realizat cu tranzistor bipolar

conectat cu baza la masa

Primul exemplu abordat se referd la un circuit neliniar, analogic, autonom si
anume oscilatorul Colpitts. Abordam numai exemplul cu tranzistor bipolar, pe care
il vom mai intalni in alte ipostaze in studiul dinamicii neliniare. Circuitul este un
amplificator cu baza la masa, cu sarcina inductiva si reactie din colector in emitor
prin divizor capacitiv. Schema echivalenta este redata in figura 4.3.

Circuitul este de ordinul trei, dupa numarul elementelor reactive din circuit si
este caracterizat de variabilele de stare i;, vz, ver.

Prima etapa ce trebuie parcursa, constd in identificarea ecuatiilor constitutive

pentru toate elementele din circuit:
sV . 7 . ' 7 .
L-i)'=v; CC'VCE—lcCa CE'VBE—ZCE’
ic=Biys iy=fO) ve=Ryigs ve=R, i, (4.37)
Urmeaza scrierea ecuatiilor de legatura, pe baza teoremelor Kirkhoff:
Vig = Ve =Ves Vee =V vy +Vep + Vg
I, =lpy I, =lp+ip+tic; I, =i.+i (4.38)

Pornind calculele de la ecuatiile elementelor reactive si facand inlocuiri Intre

ecuatiile (4.37) si (4.38), se obtin ecuatiile de stare ale circuitului propus de forma:

Leip =Vee =R, i+ Vg —Veg
Cpvge ==, =Gy v — f(vge) =G Vi

Ce. 'V'CE =i, = f- f(vg) (4.39)
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Daca adoptam un model exponential pentru caracteristica neliniard a jonctiunii

baza — emitor a tranzistorului bipolar:

f =1’ =1),V,=0.025V, I,=10""4 (4.40)

. T KT .
unde /; este curentul de saturatie al jonctiunii §i V, =—— tensiunea termica,

obtinem ecuatiile de stare in forma detaliata:

L-ij=V, =R, iy +Vg =V
. ' e — / — . — . VBE /VT — — .
Cpvp=—1, =Gy vy, — I (e =Gy -V

Covep =iy =1 (e - 1) (4.41)

Un al doilea exemplu se referd la un filtru discret, recursiv, cu depasire in
virgula fixd, de ordinul N. Pornim de la modelul liniar, descris de ecuatia cu

diferente:

N
y[K] = ufk] + " a[n]-y[k-n]
n=l (4.42)
Filtrul discret poate ajunge sa functioneze in regim neliniar, daci se ajunge la
depasiri, in special in virguld fixd. Varianta depasirii de tip periodic este

caracterizata de functia algebrica neliniara:
r(u) =u — round(u) (4.43)

reprezentatd grafic in figura 4.4.
Tinand cont de depasirile in virgula fixa de tip periodic, ecuatia cu diferente ce

descrie filtrul discret capatd forma neliniara:

y[k] = r[u[ K]+ a[n]-y[k-n] j
= (4.44)
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y 05T

0.257

-0.57

Fig. 4.4 Reprezentare grafica a functiei neliniare de tip depasire in virguld fixa

Schema bloc echivalentd a unui asemenea filtru este reprezentata in figura 4.5.
Pe aceastd schema identificam elementele de memorare si alegem drept variabile

de stare iesirile acestora, tindnd cont de ecuatiile lor constitutive, de forma:

x[k+1]=e[k]; n=1---N

(4.45)
Tinand cont si de ecuatiile constitutive ale elementelor de sistem liniare:
N
vlkl=a, e[kl; k1= y,[k]
n=l (4.46)

ajungem la forma ecuatiilor de stare, prezentata in relatia (4.47).

—c Xkl X N] N
[y =Q*PA_' ) T _’@ >
Intrare 7u -round(u) z z | YK jegire

al
aN-1}<~--=
aN-1 }‘
aN

aN

Fig. 4.5 Schema bloc echivalenta a filtrului digital recursiv cu neliniaritate de depasire
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x[k+1]= r(u[k] + ia[n]-xn[k]j

X[k +1]= x,[4]

xylh+1]=xy ,[k] (4.47)

Luénd in consideratie si forma explicitd a neliniarititii de depasire, (4.43),

rezulta:

x[k+1]=ufk] + ia[n]-xn[k] —round(u[k] + ia[n]-xn[k]j

X[k +1]= x,[4]

xylh+1]=xy ,[k] (4.43)

Ecuatia de iesire corespunzatoare este:

k] =xy[k] (4.49)

4.2.2.4 Modele de simulare a sistemelor neliniare

Rezolvarea analiticd a ecuatiilor neliniare este in general imposibila, indiferent
daci este vorba despre sisteme de ecuatii integro — diferentiale, specifice sistemelor
analogice, sau despre sisteme de ecuatii cu diferente, cum intdlnim in cazul
sistemelor discrete. Cu exceptia unor cazuri particulare, in general avand mica
tangentd cu aplicatiile reale, singura alternativa viabild este simularea discreta.
Aceasta implica limitarea analizei la studiul regimurilor tranzitorii, urmarite pe un
interval finit de timp, pentru a limita la o valoare finita timpul de simulare.

Abordarea cea mai directd este cea corespunzatoare sistemelor dinamice In timp
discret. In aceasta situatie, intervalul de timp intre doi pasi de simulare este
constant, fiind fixat de perioada de tact ce coordoneazad functionarea blocurilor
discrete cu memorie (celule de intarziere sau memorare). Plecand de la forma cea

mai generala a ecuatiilor de stare:
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{qk+u=f@wL4ﬂ)
k1= g(x{k].elk]) (4.50)

si ludnd in considerare conditiile initiale din care pleaca sistemul:

x01=x, (4.51)

vectorul de stare poate fi calculat iterativ pe Intreg intervalul de simulare, notat L,

corespunzator lungimii regimului tranzitoriu studiat:

x[1]= £(x[0],¢[0])
x[2]= f(x[1],¢[1])

x[L]= f(x[L-1],e[L~1]) (4.52)

Odata rezolvatd problema evolutiei dinamice a stérii, calculul semnalului de
iesire, y[k], se rezuma la un simplu calcul algebric, dat de ecuatia de iesire din
formula (4.50).

Cazul sistemelor analogice, impune asocierea la sistemul de simulat, a unui
sistem discret, care sda reproducd in mod cdt mai precis dinamica prototipului
analogic. Daca, in cazul sistemelor liniare, exista o metoda eficienta de estimare a
pasului de simulare, in functie de frecventa maxima a spectrului semnalului de
intrare i a frecventelor naturale ale sistemului studiat, pe baza teoremei
esantionarii, nu acelasi lucru se petrece la simularea sistemelor neliniare.

In continuare, luim in considerare un sistem analogic, neliniar si neautonom,

descris de sistemul de ecuatii diferentiale:

{x'(t) = f(x(t),e(?))
y(1) = g(x(),e(t)) (4.53)

Prin esantionarea semnalelor prezente in ecuatii, cu un pas de esantionare fix, #,
implicand alegerea momentelor de timp #, pentru pozitionarea in timp a rezultatelor

simularii, se obtine aproximarea:
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. 1
X (6,) = —(x(t,,) —x(1,))
h (4.54)
Unde diferenta intre doud momente de timp succesive, #+; - %, este egala cu

pasul de simulare, 4. Prin inlocuire in ecuatiile de stare (4.53), se obtin relatiile:

{x(rkﬂ) =x(t,)+h- f(x(t),e(?))
y(tk) = g(x(tk)ae(tk)) (4.55)

Deorece ¢, = k-h, utilizdnd notatia s(k -h) = s[k] pentru orice semnal prezent in

ecuatia (4.55), rezulta sistemul de ecuatii cu diferente:

{x[k +1]=x{k]+h-f(x[k],e[k])
ylk]= g(X[k],e[k]) (4.56)

Acest sistem de ecuatii de stare reprezintd caracterizarea standard pentru un
sistem discret, avand aceeasi functie de iesire cu cea a sistemului analogic supus
simularii, g(x,e), dar utilizdnd pentru tranzitia starilor, functia algebrica, neliniara,

cu valori vectoriale:
f,(x,e)=x+h-f(x,e) (4.57)

Sistemul de ecuatii de stare astfel rezultat, poate fi simulat utilizand
metodologia expusad anterior pentru sisteme discrete, cuprinsa in ecuatiile (4.50 -
4.52). In acest mod s-a evidentiat o legitura stransa intre sistemele analogice si cele
discrete. Mai departe, pe parcursul materialului, (par. 4.3.3) se va evidentia o alta
conexiune intre cele doud clase de sisteme, prin intermediul sectiunii Poincare,
mult mai profunda, chiar daca are o aplicabilitate mai restransa. Metoda prezentata,
ducand la algoritmul Euler cauzal, este o0 metoda cu pas fix, deosebit de simpla, dar
care ajutd la intelegerea intuitivd a principiului simularii discrete a sistemelor
neliniare analogice. Pentru cresterea performantelor de simulare, s-a dezvoltat o
multitudine de algoritmi mult mai complecsi, majoritatea functionand pe principiul

pasului de simulare variabil dar care depasesc scopul acestei prezentari.
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Din punctul de vedere al preciziei, o atentie deosebitad trebuie acordatd pasului
de simulare, 4. Dublul frecventei maxime, fj.x, din spectrul semnalului de intrare,
e(?), reprezintd o sugestie si, in orice caz, o limitd inferioara absolutd a frecventei
corespunzatoare pasului de simulare, f; = 1/4. Daca se realizeaza o liniarizare locala
a sistemului analogic neliniar, asa cum va fi expus in paragraful 4.3.2, frecventa
naturald maxima a sistemului liniarizat poate oferi o altd sugestie privitoare la
alegerea pasului de simulare. Daca aceastad frecventa naturala este mai mare decat
fiax, atunci frecventa de simulare, f;, trebuie crescutd corespunzator, f; > fiux, fard
ca aceastd precautie si fie o garantie absoluti a preciziei de simulare. In general,
datoritd extinderii benzii de frecventd a semnalelor prin distorsionare neliniara,
semnalele reprezentative functiondrii sistemului analogic, (variabile de stare,
semnale de iesire) pot avea componente spectrale de amplitudine semnificativa, la
frecvente mai mari decat frecventa maxima, fy, din spectrul semnalului de intrare,
e(f). Implicit, acest lucru poate impune necesitatea cresterii semnificative a
frecventei de simulare, f;, (scadderea valorii pasului de simulare, /) fata de sugestiile
oferite de teorema esantiondrii si de frecventa naturald maxima a sistemului
liniarizat, corespunzator sistemului neliniar supus simularii.

Daci se doreste simularea sistemului pe un orizont temporal fixat (7, = ct.),
atunci scaderea pasului de simulare duce la marirea timpului de simulare, pana la
valori prea mari spre a fi acceptate. In consecint, alegerea pasului de simulare este
un proces iterativ, ce conduce la un compromis intre precizia rezultatului obtinut si
timpul alocat simularii. Problematica preciziei de simulare este mai putin criticd in
cazul sistemelor stabile dar poate duce la dificultati majore in cazul sistemelor
senzitive, cum ar fi cele haotice. Din aceastd cauza, dezvoltarea de algoritmi de
simulare a sistemelor analogice (de atasare a unui sistem discret prototipului
analogic) este un domeniu de cercetare dificil, dar in continud dezvoltare. Un
studiu mai aprofundat alocat acestei probleme poate fi gasit, spre exemplu, in [2,3],
unde se acordd o atentie deosebitd influentei algoritmului asupra rezultatului

simularii pentru comportéri dinamice neliniare complexe.
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4.3 Tipuri de comportari dinamice

4.3.1 lIerarhizarea complexititii dinamice

Sistemele neliniare prezintd comportari dinamice variate, multe dintre acestea,
cum ar fi dinamica haotica, nefiind nici macar sugerate de dinamica liniard. Din
punct de vedere al complexitatii dinamice, comportamentele sistemelor neliniare
pot fi clasificate dupa cum urmeaza:

e comportamentul de tip constant,

e comportamentul de tip periodic,

e comportamentul de tip cuasiperiodic,
e comportamentul de tip haotic.

Comportamentul de tip constant este de departe cel mai Intdlnit &n aplicatiile
practice: amplificatoarele si filtrele sunt doar doud exemple de etaje cu larga
utilizare si care au o dinamica de tip constant. Comportarile cu o complexitate mai
ridicata au si ele aplicatii dintre cele mai variate.

Sistemele avand o dinamica de tip periodic, sunt utilizate ca oscilatoare.
Indiferent cd este vorba despre oscilatoare cuasi-armonice sau de relaxare, ele se
regasesc in schemele generatoarelor de semnal, ale echipamentelor de comunicatii
si masurd, precum si in circuitele electronice de putere. Cu cat circuitul oscilator
contine elemente cu caracteristici neliniare mai putin netede, cu atat se fac simtite
mai puternic componentele spectrale plasate la multiplii frecventei fundamentale
de oscilatie, denumite armonici. In cazul circuitelor ne — autonome, unde frecventa
fundamentald a semnalului de intrare poate fi luatd drept referintd, pot aparea si
sub-armonici. Exemplul cel mai evident este circuitul basculant bistabil de tip T.
Din semnalul de tact aplicat la intrare, acesta formeaza un semmnal de iesire de
perioada dubld, deci frecventd fundamentald jumatate din cea a semnalului de
intrare.

Atunci cand, 1n spectrul semnalelor de iesire, sau al variabilelor de stare, ale
unui sistem neliniar, apar componente spectrale ne — corelate armonic (raportul

frecventelor componentelor spectrale nu este un numar rational), in domeniul timp
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semnalele corespunzatoare sunt ne—periodice. Acest tip de dinamica poarta numele
cuasi — periodic si este uzual intalnitd in echipamentele de comunicatii si de
masurd, generand semnale modulate, fara sincronizarea semnalului purtitor cu cel
modulator.

Cel mai exotic tip de comportare dinamica, intalnit in sistemele neliniare, este
cel haotic. Sistemele haotice genereaza semnale ne — periodice, dar ale caror
spectre sunt continui si au alura unor perturbatii aleatoare. Sistemele haotice sunt
senzitive la conditiile initiale, la micile variatii ale parametrilor si la perturbatii
externe, nefiind predictibile pe termen lung. Astfel de sisteme se intalnesc in multe
aplicatii din viata reald, fiind modele pentru fenomene meteorologice, chimice,
mecanice sau electrice, dar si biologice, cum ar fi evolutia in timp a populatiilor
speciilor pradatoare si prada, sociale, cum ar fi evolutia demografica, sau
economice, de exemplu evolutia cotatiilor bursiere. Aplicarea inginereasci a
acestei categorii de sisteme neliniare nu s-a extins prea mult, in pofida unor studii
detaliate realizate in ultimele zeci de ani. Cateva exemple de aplicatii ale sistemelor
haotice vor fi analizate in capitolul ce urmeaza.

Aceste tipuri de comportari dinamice vor fi trecute doar in revista in paragrafele
ce urmeaza, accentul cdzand in special pe exemple si aplicatii si mai putin pe

aspectele de rigoare matematica.

4.3.2 Dinamica de tip constant

Se spune ca un sistem neliniar, fie el analogic sau discret, are o dinamica de tip
constant, dacd, exista cel putin un set de valori ale variabilelor de stare care, odata
atinse, tind sa ramana nemodificate. Analitic se poate scrie, pentru sisteme

analogice:
* N . _ E3 _ *
Ix eR:x(0)=x =x(©)=x,Vt>0 (4.58)
Pentru sisteme discrete, conditia este similara:

I eRY :x[0]=x"= x[k]=x", Vk >0 (4.59)
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Vectorii de stare care indeplinesc una dintre aceaste condtii poartd numele de
puncte de echilibru, pentru sisteme analogice, respectiv puncte fixe pentru sisteme

discrete.

4.3.2.1 Puncte de echilibru

Pornind de la conditia de constanta a vectorului de stare, (4.58), putem obtine o

conditie algebricd de determinare a punctelor de echilibru:
X)=x,Vt>0=>x'(1)=0,Vt>0=f(x)=0,Vt>0 (4.60)

Avand in vedere caracterul algebric (fira memorie) al relatiei obtinute,
dependenta de timp a vectorului de stare, x(t), este irelevanti. In consecinti, putem

spune ca punctul de echilibru, x*, este solutia ecuatiei algebrice:
f(x)=0 (4.61)

In particular, pentru sistemele liniare autonome, avem o descriere prin ecuatii de

stare de forma:

Tindnd cont de rezultatele (4.61) si (4.62), obtinem, pentru sisteme analogice

liniare ecuatia:
Ax=0 (4.63)

In cazul in care matricea de tranzitie a starilor, A, este nesingulard, situatie
intalnita In majoritatea aplicatiilor practice, rezulta o singura solutie pentru ecuatia

particulara (4.63), si anume originea spatiului starilor:

X =0 (4.64)

Spre deosebire de cazul liniar, ecuatia neliniara, (4.61), poate avea o solutie, in
general nenuld, mai multe solutii, sau nici una, in functie de forma particulard a
functiei de tranzitie a starilor. Comportarea sistemului neliniar, in apropierea unui

punct de echilibru, poate fi diferitd, in functie de sistem, dar si de punctul de
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echilibru ales. Vectorul de stare se poate apropia in timp de punctul de echilibru,
situatie In care acesta poartd numele de atractor, sau punct de echilibru stabil, poate
fi respins de punctul de echilibru, fiind considerat instabil, sau repulsor, sau poate
avea o comportare neutrd. Existenta acestor comportari diferite, impun un studiu al

stabilitdtii, discutat in paragraful 4.3.2.4.

4.3.2.2 Puncte fixe

Pornind de la conditia de constanta a vectorului de stare, (4.59), putem obtine o

conditie algebricad de determinare a punctelor fixe:

X[k]=x = x[k+1]=x[k]=f(x[k])=x[k], Vk>0 (4.65)

Avand in vedere caracterul algebric (fara memorie) al relatiei obtinute,
dependenta de timp a vectorului de stare, x[k], este irelevanta. In consecinti, putem
spune ca punctul fix al sistemului discret, neliniar analizat, x*, este solutia ecuatiei

algebrice de punct fix:

f(x)=x (4.66)

Observatie: Se remarca similitudinea ecuatiei algebrice (4.66) cu cea intalnita
la problemele matematice denumite "de punct fix". Solutionarea acestor probleme
se realizeaza prin alegerea unei estimari initiale a solutiei x,, suficient de apropiata
de valoarea asteptata a solutiei, x*, urmata de iterarea (denumita "a aproximarilor
succesive") x[k + 1] = f(x[k]) perfect similara ecuatiilor de stare a sistemului discret

analizat. O astfel de problema, de punct fix, poate fi solutionata prin metoda expusa

dacd functia neliniard, f(-), are proprietati convenabile, care asigurd convergenta
sirului de iteratii spre valoarea finald finiti, x*. Indeplinirea conditiilor de
solutionare a problemei de punct fix, semnificd, din punct de vedere sistemic,
stabilitatea punctului fix al sistemului discret, neliniar analizat. In caz contrar, sirul
iteratiilor diverge, semnificand instabilitatea punctului fix al sistemului discret.
Aceste aspecte, aferente atractivitatii sau repulsivitatii punctelor fixe, vor fi

analizate in paragraful urmétor.
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In particular, pentru sistemele discrete, liniare si autonome, avem o descriere

prin ecuatii de stare de forma:

x[k +1] = Ax[k] (4.67)

Tindnd cont de rezultatele (4.65) si (4.66), obtinem, pentru sisteme discrete,

liniare ecuatia de determinare a punctelor fixe:

Ax=x=(A-I)x=0 (4.68)

Atunci cand matricea A - I, este nesingulara, situatie des Intalnitd in aplicatiile
ingineresti, rezultd o singura solutie pentru ecuatia particulard (4.68), si anume

originea spatiului stérilor:

x =0 (4.69)

Spre deosebire de cazul liniar, ecuatia neliniara, (4.66), poate avea o solutie,
mai multe solutii, sau nici una, in functie de forma particulara a functiei de tranzitie
a starilor. De asemenea, solutiile ecuatiei neliniare, atunci cind exista, pot fi

diferite de zero.

4.3.2.3 Atractivitate si repulsivitate

Punctele de echilibru ale sistemelor analogice pot fi stabile (atractoare) sau
instabile (repulsoare). Urmatoarele definitii evidentiaza diversele variante de
stabilitate (spre deosebire de unicul tip de stabilitate — MI — ME — pentru sisteme
liniare).

Definitie Daca existd o vecinatate V(x*) astfel incat:

VX, =x(0) eV (x) =>x(t) eV (x') V20 (4.70)

punctul de echilibru se numeste simplu (sau neutru) stabil.
In caz contrar, punctul de echilibru este instabil.
Definitie Dacd exista o vecinatate V(x*) astfel incat:

vx, =x(0) e V' (x") = limx(r) =x (4.71)
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punctul de echilibru se numeste asimptotic stabil.

Definitie Daca exista o vecinatate V(x*) astfel incét:

3a,4>0,Vx, =x(0) e V(x") Vi >0 Hx(t) —X*H <A4-e 472

punctul de echilibru se numeste exponential asimptotic stabil.
In mod similar se poate defini stabilitatea punctelor fixe pentru sisteme discrete.

Definitie Daca exista o vecinatate V(x*) astfel incét:

Vx, =x[0]eV(x) = x[k]leV(x') Vk>0

(4.73)
punctul fix se numeste simplu (sau neutru) stabil.
In caz contrar, punctul fix este instabil.
Definitie Daca existd o vecinatate V(x*) astfel incat:
vx, =x[0] e V(x) = limx[k]=x
’ oo (4.74)
punctul fix se numeste asimptotic stabil.
Definitie Dacd exista o vecinatate V(x*) astfel incat:
Ja,42 0,9, =x[0]€ V(x) Vk 20 [x[k]-x"|< 4 @75

punctul de echilibru se numeste exponential asimptotic stabil.

4.3.2.4 Studiul stabilitatii prin liniarizare locala

Stabilitatea dinamicilor de tip constant, denumitd si atractivitatea punctelor de
echilibru sau a punctelor fixe, nu are abordari generale si globale.

Liniarizarea locala se bazeaza pe un principiu algebric. Tinand cont ca, in
ecuatiile de stare, neliniaritatea dinamicii interne a sistemului se evidentiaza numai
prin functia de tranzitie a starilor, se cautd liniarizarea acesteia, intr-o vecinatate
ingusta in jurul unui punct caracteristic al dinamicii constante din spatiul starilor.

Pornim de la dezvoltarea in serie de puteri (Taylor) a functiei de tranzitie a starilor:
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09-3 1 ZH) o)

(4.76)

Din totalitatea termenilor dezvoltarii diferentei:

O e = 52f( Vlex )

(4.77)

retinem numai termenul de gradul intdi, dominant intr-o vecinitate restransa a

punctului x*.

. *
f(x) - f(x )zg(X )'(X_X ) (4.78)

Pentru a realiza liniarizarea sistemului neliniar, adoptam notatiile:

x—x =x; f(x)-f(x")=f(x) 2:;( =)= (4.79)

Facand inlocuirile in relatia (4.77), obtinem liniarizarea functiei de tranzitie a
starilor in jurul punctului x*.
f,(x,)~A-x, (4.80)

Aceasta forma de scriere ne va permite liniarizarea ecuatiilor de stare atat pentru

sisteme analogice cat si pentru sisteme in timp discret.
5 . . of (. * y : - .
In relatiile anterioare, 8_(X = J(x ) noteaza Jacobianul functiei vectoriale, N
X

- dimensionale, f, In raport cu argumentul vectorial, N — dimensional, x:

Vo Vors = Y,
30)=1 - a%c @Fz?xz . a%CN

af%xl af%xz af%xN 4.81)
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Rezultatul este o functie de vectorul x. Prin inlocuirea argumentului cu
constanta x*, se obtine matricea constanta A.
In cazul analogic, sistemului neliniar, autonom, x’ = f (x), i se ataseaza, prin

metoda expusi anterior, sistemul liniarizat in jurul punctului de echilibru x*:
x'=A-x (4.82)
Stabilitatea acestuia din urma este usor de estimat, pe baza pozitiei valorilor
proprii ale matricii de tranzitie a stirii A. Acestea sunt rddacinile ecuatiei
polinomiale de grad N:

det(s Iy - A) =0=>s¢€ {Sn }n:1 ..... N (4.83)

Daca toate valorile proprii ale matricii de tranzitie a stirii A sunt pozifionate
strict In semiplanul stdng al planului complex (Re(s) < 0), atunci punctul de
echilibru din originea spatiului starilor sistemului liniar este stabil (atractor). Daca
macar una dintre aceste valori proprii este situatd in semiplanul drept al planului
complex (Re(s) > 0), atunci sistemul liniar este instabil. Pozitia limitd intermediara
(Re(s) = 0) este denumita limita de stabilitate, numai daca exista valori proprii
simple pe axa imaginara a planului complex, toate celelalte fiind pozitionate strict
in semiplanul stang al planului complex (Re(s) < 0).

Legatura cu atractivitatea punctului de echilibru al sistemului neliniar, este
oferitd de urmatorul rezultat:

Teorema Daca sistemul liniarizat, in jurul punctului de echilibru, x*, este strict
stabil, punctul de echilibru, x*, este atractor. Dacad sistemul liniarizat in jurul
punctului de echilibru, x*, este strict instabil, punctul de echilibru, x*, este
repulsor. Cazul limitei de stabilitate este indecidabil.

In cazul discret, sistemului neliniar, autonom:

1 se atageaza, prin metoda similara sistemelor analogice, sistemul liniarizat: in jurul

punctului fix x*:

x[k +1]= A - x[k] (4.85)
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Stabilitatea sistemului liniarizat este usor de estimat, pe baza pozitiei valorilor
proprii ale matricii de tranzitie a starii, A:

det(z-Iy-A)=0=zelz,} _ (4.86)

Daca toate valorile proprii ale matricii de tranzitie a starii, A, sunt pozitionate
strict 1n interiorul cercului unitar al planului complex (|z |< 1), atunci punctul de
echilibru din originea spatiului starilor sistemului liniar este stabil (atractor). Daca
mécar una dintre aceste valori proprii este situatd In exteriorul cercului unitar al
planului complex (|z| > I), atunci sistemul liniar este strict instabil. Pozitia limita
intermediara (Jz| = /) este denumita limita de stabilitate, numai daca exista valori
proprii simple pe cercul unitar, toate celelalte fiind pozitionate strict in interiorul
cercului unitar al planului complex (|z| < 1).

Legatura cu atractivitatea punctului de echilibru al sistemului neliniar, este
oferitd de urmatorul rezultat:

Teoremi Daci sistemul discret, liniarizat in jurul punctului fix, x* este strict
stabil, punctul de echilibru x* este atractor. Daca sistemul liniarizat in jurul
punctului de echilibru x* este strict instabil, punctul de echilibru x* este repulsor.

Cazul limitei de stabilitate este indecidabil.

4.3.2.5 Abordarea Liapunov

Studiul atractivitatii punctelor de echilibru si a punctelor fixe pe baza liniarizarii
locale este deosebit de eficientd datoritd abordarii frecventiale, care ofera solutii
algebrice la problema stabilitatii. Totusi acesta metoda este limitatd in determinarea
comportirii dinamice de semnal mare, fiind o metoda locald. In acest sens, studiul
bazat pe functia Liapunov permite extinderea analizei privind atractivitatea
punctelor fixe si de echilibru la domenii mai largi ale vectorilor de stare.

Definitie Sistemului autonom x'(?) =f(x(?)), avand un punct de echilibru in

vectorul fixat X , i se atageazi functionala V:R" — R . Daci aceasta respecti
conditiile:

e Vx')=0 (4.87)
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e VxelU. cRYV,x#x :V(x)>0 (4.88)
d
. EV(XU)) <0: V>0 (4.89)

atunci functionala V(-) se numeste functie Liapunov atasata sistemului initial.

Definitie Sistemului autonom x/k +1] =f(x/k]), avind un punct fix in

vectorul X, i se ataseaza functionala V:RY — R . Daca aceasta respecti

conditiile:
o VX )=0 (4.90)
e VxeU. cRV,x#x :V(x)>0 (4.91)
o Vix[k+1])<V(x[k]): VkeN (4.92)

atunci functionala V(- ) se numeste functie Liapunov atasata sistemului initial.

Rezultatul fundamental legat de atractivitatea punctelor de echilibru sau fixe ale
sistemelor neliniare, analogice sau discrete, este dat de teorema Liapunov:

Teorema: Daca unui punct fix sau de echilibru al unui sistem neliniar, analogic
sau discret, 1 se poate atagsa o functie Liapunov, atunci punctul corespunzator are
caracter atractor.

In conditiile in care functionala V(X) respectd conditiile de functie Liapunov,

hipersuprafata definiti de V(x) in spatiul R""este asemanitoare unui hiper-
paraboloid, definind o functie interpretabild, cel putin intr-o vecinatate suficient de

restransa a punctului de echilibru X', ca o marime de tip energetic.

Pentru a intelege mai profund aceasta afirmatie si a face o legatura intre metoda
Liapunov si liniarizarea locald, este util sa studiem cazul particular al sistemelor
liniare. Intr-o vecinitate suficient de restransi in jurul punctului definind dinamica
de tip constant, sistemul neliniar autonom studiat poate fi aproximat prin sistemul

liniar:

x'= Ax (4.93)
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Acesta are unicul punct de echilibru in origine, datoritd translatiei spatiului
starilor asiguratd de liniarizarea in semnal mic. Pentru acest punct de echilibru al

sistemului liniar, putem defini functionala patratica:
Vg =—x" A (4.94)

Evident, V(0)=0. Daca matricea de tranzitie a starilor, A, are numai valori
proprii cu partea reald negativa, atunci forma patratica definitd de aceasta matrice
prin relatia functionalei V(x) este pozitiv definita. In consecinta, V(x) > 0 pentru
orice XxeRY,x#x . Ultima conditie pentru corecta definire a unei functii

Liapunov, se poate verifica prin calcul direct:

T
iV(X) — 6_V E = —xT-AAx = X' -M-x
dt ox dt (4.95)

unde matricea: M =—AA are valorile proprii:

v, == 244, == (Re(2,)) —(Im(2, )]’ <0 (4.96)

In consecintd, matricea M este nucleul unei forme patratice negativ definite,
d ) N .
EV(X) <0 pentruorice Xe R" ,Xx #X .
t

Astfel se verifica faptul cd, pentru orice sistem liniar stabil, forma patratica

V(x) , putdnd avea interpretare energetica, verifica cele trei conditii pentru a fi o
functie Liapunov atagata acestui sistem si punctului sdu de echilibru X =0.

Din punctul de vedere al interpretarii geometrice, putem spune ca, intr-o
vecinitate suficient de restransi a punctului de echilibru X", paraboloidul definit de
forma patratici V(x) , aproximeaza functia Liapunov a sistemului neliniar

autonom, in acelasi mod in care, intr-o vecinatate similara, functia neliniard de

tranzitie a starilor este aproximabila printr-una liniara.
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Ca o consecintd a acestei analize, putem sa construim o clasa larga de sisteme
neliniare, utila 1n aplicatiile practice, pe care o Intdlnim sub denumirea de sisteme
de tip gradient.

Sa presupunem ca, intr-un spatiu vectorial finit dimensional, avem de rezolvat o

problema de optimizare, fara constangeri, de tipul:

min V(x); xeR" (4.97)

unde functia de cost, V(X) , este o functionala concava, avand un minim absolut in

punctul de optim cautat, X . Atunci putem privi aceastd functionald ca pe functia

Liapunov a unui sistem avand un punct de echilibru in X, optimumul problemei
de optimizare ce trebuie rezolvatd. Acest punct de echilibru fiind stabil, conform
primei teoreme a lui Liapunov, sistemul neliniar astfel proiectat, va evolua in timp
spre punctul de optim cautat. Ideea este de a interpreta gradientul functionalei de
tip Liapunov, 8V/ 0x , ca directie de crestere a functiei de cost supusa minimizarii.
In consecintd, directia de evolutie a traiectoriei sistemului trebuie luati in sens
opus:

dx ov

dr A g (4.98)
de unde si denumirea de sistem gradient pentru sistemul neliniar ce rezolva

problema de optimizare propusa. Constanta £, introdusa in sistemul ecuatiilor de

stare, ne permite sa adaptam viteza de evolutie a sistemului la conditiile specifice

problemei ingineresti care a generat problema de optimizare de la care am plecat.

Analizand stabilitatea punctului de echilibru X , identic punctului de optim

cautat, prin metoda Liapunov, obtinem:

d v ax  ovt o Afev)Y
—Vx)=—  — =y o— — = - — 1| <0 Vu>0
i Y w T T w Z(axnj “

n=1

(4.99)

Ceea ce rezolva cea mai dificila conditie de functie Liapunov, cea de a treia.

Concavitatea functiei de cost asigurd a doua conditie, iar, dacé valoarea acesteia in
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punctul de optim este diferita de zero, adaugarea unei constante potrivit alese duce

la indeplinirea primei conditii Liapunov.
4.3.3 Dinamica de tip periodic

4.3.3.1 Cicluri limita

Comportarea dinamicd de tip periodic reprezintd nivelul imediat urmétor de
complexitate, dupd cea de tip constant. Incluse in categoria dinamica a oscilatiilor
neliniare, comportamentele dinamice periodice sunt caracterizate in spatiul starilor
prin multimi invariante de tip curba simpla inchisa, denumite cicluri limitd. Pentru
a se putea obtine astfel de comportari dinamice, fard ca traiectoria si se auto-
intersecteze transvers [1], sistemele analogice trebuie sda aiba ordinul strict mai
mare decdt unu; pentru sistemele in timp discret nu se impun limitdri asupra
ordinului.

Pentru sistemul autonom, analogic, de ordinul N, descris de ecuatiile de stare:

x'=1(x) (4.100)
putem defini ciclul limita ce descrie dinamica periodicd dupa cum urmeaza:
Definitie: Un ciclu limita este o curba inchisa simpla (C ) e RY parcursa de
vectorul de stare al sistemului (4.92) conform conditiilor:

1. daca ciclul limita contine conditia initiala, atunci traiectoria sistemului

nu paraseste ciclul limita:

x(0)=x,e(C)=x()e(C) Vi>0 (4.101)

2. existd un interval de timp, numit perioada fundamentald, reprezentand
cel mai scurt interval de timp pentru care valorile vectorului de stare se

repetd periodic:

AT :Vt>0:x(t+T)=x(?) (4.102)

in conditiile definitiei, variabilele de stare (x, , » = 1,..,N) sunt semnale

periodice, toate avand aceeasi perioadd fundamentald, 7. A doua conditie din



4.3 Tipuri de comportari dinamice 181

definitie este esentiald, nu numai pentru ca precizeaza perioada fundamentald 7 a
sistemului, ci mai ales pentru ca specificd modul de parcurgere al ciclului, (C); fara
aceasta conditie, s-ar putea imagina sisteme neliniare care sa parcurgd curba, (C),
in mod aperiodic, apropiindu-se asimptotic de punctul de plecare, dar fara a-1
atinge ntr-un timp finit. Prima conditie din definitie specificd faptul ca ciclul
limitd, (C), este o multime invariantd a sistemului analizat, iar, prin faptul ca (C)
este o curba simpld, evidentiaza faptul cad traiectoria sistemului nu se poate
intersecta cu ea nsdsi in mod transvers. Nici una dintre conditii nu precizeaza
nimic despre atractivitatea ciclului limita. Intr-adevar, pe parcursul studiului, vom

intalni atat cicluri limita atractoare cit si repulsoare.
Un exemplu elementar de sistem putind prezenta comportare periodica este
reprezentat de sistemul Van der Pol, descris de ecuatiile de stare:

X'=w,-x,+a-x -(l—xzz)
(4.103)
xX,'=-w, X

Primul termen din fiecare ecuatie diferentiald de ordinul I, este similar

termenului corespunzétor din ecuatiile oscilatorului armonic liniar:

'_ .
X =@ X,

X=X, (4.104)

Acest sistem poate fi implementat pe baza structurii cu reactie, continand doud
integratoare cuplate in inel, pentru relizarea unui oscilator in cuadratura, ca in

schema cuprinsé in figura 4.6:

X1’ X1 X2' X2
o

Omega Integrator -Omega Integrator

Fig. 4.6 Schema bloc a oscilatorului liniar 1n inel
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Fig. 4.7 Rezultatele simularilor pentru un sistem Van der Pol; evolutia temporald a
variabilelei de stare x (stanga) si portretul de faza (dreapta) pentru conditie initiala in

interiorul ciclului limita (sus) sau 1n exterior (jos)

Al doilea termen din prima ecuatie este responsabil de limitarea amplitudinii de
oscilatie, cu distorsionarea corespunzatoare a variabilelor de stare, ca in graficele
prezentate in figura 4.7. Rezultatele simularilor din cele patru grafice au fost
realizate pentru un sistem avand parametrii: @, = 2 rad/sec sia = 1.

Pentru sistemul autonom, discret, de ordinul &, descris de ecuatiile de stare:

putem defini ciclul limita ce descrie dinamica periodica:

Definitie: Un ciclu limitd discret este o multime finitd de vectori
(C):{xl,---,xL}eiRN parcursd de vectorul de stare al sistemului (4.105)
conform conditiilor:

1. daca ciclul limitd contine contitia initiald, atunci traiectoria sistemului

nu paraseste ciclul limitd pe semi-axa pozitiva a timpului
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x[0]=x, € (O)=>x[k]e(C) Vk>0 (4.106)

2. perioada fundamentald a sistemului discret este egald cu numarul de
vectori din compunerea ciclului limitad §i reprezintd cel mai scurt

interval de timp pentru care vectorul de stare se repeta periodic:

AL :Vk>0:x[k+ L]=x[k] (4.107)

Ca si in situatia sistemelor analogice, variabilele de stare (x, , n = 1,..,N) sunt
semnale periodice, toate avand aceeasi perioada fundamentald, L. Si in cazul
discret, vom intalni atat cicluri limita atractoare cat si repulsoare.

Spre deosebire de cazul ciclurilor limitd analogice, deosebit de greu de
identificat, in general chiar imposibil de determinat analitic, ciclurile limita discrete
pot fi determinate analitic, printr-un proces iterativ.

Sa presupunem céd avem conditia initiala, x[0] = X, apartinand ciclului limita

(C). Atunci conditia de periodicitate, cu perioada L, impune:

Dar, tindnd cont de relatia analitica a ecuatiilor de stare, (4.105) ale sistemului

discret analizat, membrul stang al relatiei (4.108) poate fi detaliat in forma:
x/k+ L] =f(x[k + L-1]) =---=f°f°-°f (x[k]) (4.109)

In care, compunerea functionald, 'o', se realizeazd de L - 1 ori. Notand

fL(x):f°f°"'°f(x) si ludnd in consideratie conditia (4.108), putem trage

concluzia:
f,(x)=x (4.110)

Aceasta ecuatie algebrica este similara ecuatiei de punct fix, cu diferenta ca este
aplicata functiei neliniare f;(x), si nu functiei de tranzitie a starilor. Prin rezolvarea
acestei ecuatii, putem determina un punct din ciclul limitad, (C). Pentru
determinarea celorlalte puncte in ordinea corectd de parcurgere, aplicim ecuatiile
de stare, (4.108) de L - 1 ori.
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Evident, determinarea ciclurilor limitd prin metoda descrisd nu numai ca
permite calculul valorilor vectorilor din toate secventele de lungime L, dar, pentru
corecta identificare a punctelor de pe ciclurile limitd, metoda trebuie aplicata
iterativ, de la puncte fixe la cicluri limitd de lungimi succesive: L = 2, 3, ..., Lyax
putandu-se identifica doar un numar finit de lungimi de cicluri limitd, Ly, De
asemenea metoda nu raspunde la problema generala: "exista, pentru un sistem dat
oarecare, vreun ciclu limitd?" si nici la problema practica: "existd o lungime
maxima pentru ciclurile limitd ale sistemului studiat?". Cu toate aceste limitari,
metoda este utila in multe situatii practice si poate fi aplicata relativ usor utilizand

un procesor de calcul simbolic.

4.3.3.2 Atractivitatea ciclurilor limita; sectiunea Poincare

La fel ca si punctele fixe sau de echilibru, multimile limita de tip ciclu pot fi
atractoare sau repulsoare.
Definitie: Un ciclu limitda (C), al unui sistem dinamic neliniar autonom,

analogic sau discret, se numeste atractor daca are o vecinatate D¢, incluzand (C),
astfel 1ncat, alegand orice punct, X, € D¢, drept conditie initiald a sistemului,

traiectoria acestuia se apropie asimptotic de ciclul limita (C). In caz contrar, ciclul
limita se numeste repulsor.
In cazul analogic, conditia de atractivitate pentru ciclul limita, (C), al sistemului

descris de ecuatiile de stare autonome (4.100), revine la:

lim d(x(2),(C))=0
lim (x®.(C)) (4.111)

unde, distanta, d(,), intre un punct oarecare x € R" si curba inchisa (C) se defineste

ca infimumul distantelor la toate punctele curbei:

d(x(1.(C))= inf [x—y] @.112)

iar norma este cea Euclidiana:
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N
”X” B Zn=1x" (4.113)

In cazul sistemelor discrete, conditia de atractivitate pentru ciclul limita (C), al
sistemului autonom studiat, este varianta discreta a relatiei (4.104):
lim d(x[k],(C))=0

ind (4.114)

Diferenta esentiald intervine in alegerea metricii, d(.), datoritd numéarului finit
de puncte din multimea (C):

d(x(1,(C))= min|x —y]

ye(©) (4.115)

Cea mai simpld variantd de studiu a atractivitatii ciclurilor limitd este cea

corespunzatoare sistemelor discrete, datoritd numarului finit de puncte cuprinse

intr-un ciclu limitad discret. In aceste conditii se poate face un calcul similar

liniarizérii locale; singura diferentd fata de studiul stabilitatii punctelor fixe consta

in necesitatea repetarii calculelor pentru fiecare vector x,, apartinand ciclului limita

(O),m=1, ..., L. Algoritmul de calcul contine etapele:

Pentru fiecare vector x, € (C),m=1, ..., L

e Se consturieste sistemul liniarizat in jurul punctului x,,, calculandu-se
matricea sa de tranzitie a starilor A, = J(Xp);
e Se calculeaza valorile proprii ale acestei matrici, A,,; n=1, ..., N, m =
1,...,L
In final [3], se calculeaza valorile medii logaritmice ale modulelor fiecarui sir

de valori proprii, de-a lungul ciclului limita:

(4.116)

Decizia privitoare la atractivitatea ciclului limitd se ia in functie de semnul

multiplicatorilor caracteristici astfel rezultati. Dacad toti multiplicatorii sunt
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negativi, ciclul limitd este atractor; un singur multiplicator pozitiv semnifica
repulsivitatea ciclului limita.

Pentru studiul atractivitatii ciclurilor limitd ale sistemelor analogice, se poate
incerca o metodd reductionistd: atasarea unui sistem discret, cu comportare
similara, celui analogic studiat. Metoda esantiondrii fine, prezentatd in paragraful
4.2.2.4, ca legatura intre sistemele analogice si cele discrete, nu este adecvata
studiului atractivitatii ciclurilor limita, deoarece sistemul discret atasat prototipului
analogic depinde de o marime subiectiva, pasul de esantionare, 4.

O metoda, prin care sistemul discret rezultat este structural legat de prototipul
analogic supus studiului, este datd de secfiunea Poincare. Ideea este de a alege

momentele de esantionare atunci cand traiectoria sistemului analogic intersecteaza

o hiper-suprafata, aleasi initial, in spatiul stirilor, &". Momentele de esantionare
nu mai sunt obligatoriu echidistante, dar acesta este un pret relativ mic platit pentru
obtinerea unui rezultat obiectiv, dependent numai de dinamica sistemului studiat si
de geometria traiectoriei sale. In urma aplicirii metodei sectiunii Poincare,
sistemului analogic de ordinul N, i se ataseaz un sistem discret de ordin N — 1. In
plus fata de aceste simplificdri structurale, daca sistemul analogic are o comportare
periodica, sistemul Poincare este mai simplu si din punctul de vedere al
complexitdtii dinamice: unui ciclu limitd analogic 1i corespunde un punct fix
discret, situat la intersectia intre curba inchisd ce descrie oscilatia neliniard
analogica si hiper-suprafata ce defineste sectiunea Poincare. Studiul atractivitatii
ciclului limita analogic se conduce dupa rezultatul:

Teorema: ciclul limitd analogic este atractor daca si numai dacd punctul fix
discret, corespunzitor prin sectiunea Poincare, este stabil. In caz contrar, cele doui
multimi limita sunt simultan repulsoare.

In mod uzual, pentru simplitate, hiper-suprafata se alege un hiper-plan, datorita

ecuatiilor liniare care 1i descriu geometria:

=] (4.117)
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Determinarea sectiunii Poincare, revine la rezolvarea sistemului diferential-
algebric compus din ecuatia (hiper-) planului (4.117) si ecuatiile de stare ale
sistemului (4.100). In general, rezolvarea acestei probleme este imposibila analitic.
De aceea, cea mai intalnita metoda este cea de simulare numerica.

Se poate urmiri semnificatia geometricd si modul de aplicare a metodei
sectiunii Poincare pe cazurile particulare ale unor oscilatoare de ordin N = 2.
Oscilatorul Van der Pol, studiat in sub-paragraful anterior, este descris de ecuatiile
de stare (4.98):

_ 2
X, —a)o-x2+a-xl-(l—x2 )

N =705 (4.118)

Amplificarea, a, controleaza simultan viteza de atingere a regimului permanent
si puritatea spectrald a variabilelor de stare. O valoare mica duce la un timp mai
mare de atingere a regimului permanent, dar si la un nivel mai scazut al
armonicilor din spectrul variabilelor de stare. Cresterea valorii acestei amplificari
scurteaza regimul tranzitoriu, marind Insa distorsiunile neliniare ale semnalelor
X1(1) $1x2(2).

In figura 4.8, se prezinta un set de rezultate de simulare, evidentiind o viteza
relativ redusa de atingere a regimului permanent, datoritd valorii mici a amplificarii
(a =0,1). Si forma de unda in domeniul timp si portretul de faza, evidentiaza o
puritate spectrali buni. In reprezentarea grafici a portretului de fazi, este
specificat, cu linie groasa, semidreapta definind sectiunea Poincare. Corespunzator,
in cel de-al treilea grafic, apar esantioancle variabilei de stare a sistemului discret,
care evolueazd spre punctul fix, stabil, dictat de amplitudinea de oscilatie a

variabilei analogice x,.
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Fig. 4.8 Evolutia temporala pentru variabila de stare x; (sus), portretul de faza, cu
reprezentarea semidreptei de sectionare (stanga) si esantioanele variabilei de stare a

sistemului Poincare (dreapta) pentru un sistem Van der Pol cua = 0,1

Pentru o valoare mult mai mare a amplificdrii, ¢ = 1, se obtin rezultatele din
figura 4.9, evidentiind tot o comportare dinamica periodicd atractoare, dar cu un
regim tranzitoriu mai scurt, implicit distorsiuni mai mari.

Pentru a obtine un compromis mai bun intre timpul de raspuns si puriatatea
spectrald, poate fi utilizat un oscilator mai complicat, de tip cuasi-armonic, pentru
care se obtin rezultatele din figura 4.18. Imbunititirea comportirii oscilatorului
cuasi-armonic, se obtine modificand termenul neliniar din ecuatiile oscilatorului

Van der Pol, pentru a lua in calcul ambele variabile de stare, ca in ecuatiile (4.119).
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Fig. 4.9 Evolutia temporala pentru variabila de stare x; (sus), portretul de faza, cu
reprezentarea semidreptei de sectionare (stanga) si esantioanele variabilei de stare a

sistemului Poincare (dreapta) pentru un sistem Van der Pol cua =1

- 2 2
X, —a)o-x2+a-xl-(l—x1 - X, )

=70 (4.119)

Termenul neliniar forteazd variabilele de stare sa aiba amplitudine unitara si

alura sinusoidald, conform relatiei trigonometrice fundamentale.

=x'=x" =0 o sin’(y)+cos’(wy)=1 (4.120)

Acesta particularitate duce la o puritate spectrald mai buna, chiar in conditiile
unei viteze mari de atingere a regimului permanent, impusa de amplificarea mult

mai mare, a = 4.
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Fig. 4.10 Evolutia temporala pentru variabila de stare x; (sus), portretul de faza, cu
reprezentarea semidreptei de sectionare (stanga) si esantioanele variabilei de stare a

sistemului Poincare (dreapta) pentru un oscilator cuasiarmonic cu a = 4

4.3.4 Dinamica de tip cuasiperiodic

Comportarea cuasiperiodicd este o altd categoric de dinamica inclusd in
categoria mai larga de oscilatii neliniare. Specificul acestui comportament neliniar
constd in ne-repetitivitatea sa. Fiecare variabild de stare a unui sistem prezentand
dinamica de tip cuasiperiodic este reprezentabild in domeniul frecventa printr-o
densitate spectrald de amplitudine discretd, de linii, caracteristicd unui semnal
compus din componente sinusoidale. Desi fiecare componentd in parte este
periodica, ansamblul lor este neperiodic dacd existd macar doud componente de

frecvente necorelate armonic:
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Do = lngg
D T (4.121)

Din aceastd cauzd, nu existd un interval de timp finit care s fie simultan
multiplu al perioadei T,, si al perioadei T}, constituind astfel o posibild perioada
fundamentala a intregului semnal.

In spatiul starilor, un astfel de sistem este caracterizat de o traiectorie care
acopera in mod dens o suprafatd toroidald. Multimea limitd poartd denumirea
genericad de for (sau mai general N - for), ceea ce conduce la denumirea alternativa
a dinamicii ca fiind una de tip foroidal. Pentru a se putea obtine astfel de
comportari dinamice, fara ca traiectoria sd se auto-intersecteze transvers, sistemele
analogice trebuie sa aiba ordinul strict mai mare decat doi; pentru sistemele in timp
discret nu se impun limitari asupra ordinului.

Se pot obtine astfel de comportéri dinamice in cazul interconectarii a doud sau
mai multe sisteme autonome de tip oscilator neliniar, pentru care frecventele de
oscilatie nu sunt corelate armonic. Din punct de vedere al implementarii acesta
conditie revine la a lasa sistemele sa oscileze conectate, dar fard a mai introduce un
circuit de sincronizare a fazei / frecventei lor.

Exemplele care urmeazd, se bazeaza pe oscilatorul Van der Pol, descris de
ecuatiile de stare (4.118) si pe oscilatorul cuasi-armonic, (4,119). Prin conectarea
directd a doud astfel de oscilatoare, se obtine un sistem de ordinul patru, avand

ecuatiile de stare:

2

xX'=w x,+a, - x -(l—x2 )
X,'=—o, - x,

' 2 2
X,'=@, - x,+a, x, -(l—x3 -X, )Jrk-xl

L
X4 =70 X (4.122)

Primul sistem, cu variabilele de stare x; », oscileaza liber pe frecventa f; (pulsatia

@), al doilea, caracterizat de variabilele de stare x;4, avand pulsatia de oscilatie
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libera @,, functionand fortat de variabila de stare x,, prin intermediul factorului de

cuplaj, k. Schema bloc rezultata, este reprezentata in figura 4.11.

Van der Pol Cuasi Armonic

[]

esire

—-—VVVYY

X

Oscilator X2 Cuplaj Oscilator

Fig. 4.11 Schema bloc a sistemului de doua oscilatoare neliniare cuplate

Alegénd pulsatia normalizatd wm;y = 1s1 @y = 3,3215, se obtin formele de unda
din figura 4.12, evidentiind ne-corelarea armonica a celor doua variabile de stare
alese: x,, pentru urmadrirea evolutiei oscilatorului modulator si x4, pentru oscilatorul
modulat. De asemenea se poate evidentia ne-periodicitatea variabilei x4, anvelopa

ei ne-avand perioda multiplu al perioadei semnalului purtator, T, =1/ f,.

Amplitudine

0 2000 4000 6000 8000 10000
Timp

Fig. 4.12 Comparatie intre evolutia in timp a variabilei de stare x, si x4, pentru

conexiunea directd, evidentiind ne-periodicitatea celei de-a doua

Portretul de faza al asistemului de ordinul patru nu este reprezentabil grafic, dar
proiectiile tridimensionale, reprezentate in figura 4.13, argumenteazd in mod
graitor cuasi-periodicitatea dinamicii sistemului, prin alura toroidala a graficelor si

prin tendinta de acoperire densa a suprafetei torului de catre traiectoria sistemului,



4.3 Tipuri de comportari dinamice 193

sugerata de rezultatul simuldrii, chiar in conditii de interval de timp de simulare

finit.

Fig. 4.13 Proiectii tridimensionale ale portretului de faza, pentru sistemului de

dimensiune patru, realizat prin conexiunea directd a doud oscilatoare

Aceeasi concluzie este argumentatd si de reprezentarea graficd a sectiunii
Poincare, dupd hiper-planul descris de conditia x4 = 0, in urma cireia rezulta
sistemul discret tridimensional, avand evolutia ne-periodica, reprezentatd in figura

4.14.

A0 2y

Fig. 4.14 Reprezentarea tridimensionala a sectiunii Poincare prin spatiul starilor

sistemului de dimensiune patru

Din punct de vedere aplicativ, conectarea oscilatoarelor neliniarepermite
realizarea de sisteme de modulatie. Datoritd selectivitatii, datd de caracterul

dinamic (cu memorie) al sistemelor, riguros modulatia va avea caracter dual: si de
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amplitudine si de faza / frecventd. Totusi, prin interpretarea termenilor din ecuatiile
diferentiale este posibila avantajarea unuia dintre tipurile de modulatie. In ecuatia
neliniard a oscilatorului comandat, termenul liniar, dependent de parametrul @,
dicteaza frecventa de oscilatie libera a oscilatorului cuasi-armonic, iar termenul
neliniar, prin paranteza patratica, limiteaza amplitudinea de oscilatie.

Pe baza acestor interpretiri, se poate genera semnal cu modulatie mixta, avand
componenta modulatd in amplitudine dominantd, prin cuplarea semnalului

modulator in interiorul parantezei de ordinul doi.

2
X'=w-x,+a -x -(l—x2 )
X,)'= 0 X
X'=w,-x,+a, x, -(1+k-x1 -x; —x42)
X,'= 0, (4.123)
Rezultatele de simulare, pentru variabilele de stare ale sistemului analogic, cat

si pentru sectiunea Poincare, sunt prezentate in figura 4.15, justificand

preponderenta modulatiei de amplitudine.

1.5 T T T T 0 T T
| | | | | |
ottt < |
(PR ETI TR CEN AR 04 |
AR R R R A ‘
5 I 5 -0.6 1
ERN i 2 | u |
3 T 1 Rt
<-05 i i u | H |
L f»
-1 SHEHYREHEY O g o o B A |
| | | | 12 | | | |
15 1 1 1 1 14 1 1 1 1
~0 2000 4000 6000 8000 10000 “o0 2000 4000 6000 8000 10000
Timp Timp

Fig. 4.15 Evolutia in timp a variabilei de stare x4 (stanga) si a variabilei x; din sectiunea

Poincare pentru conexiunea specificd modulatiei de amplitudine (dreapta)

In mod similar, prin sumarea semnalului modulator, oferit de oscilatorul Van
der Pol, la coeficientul @,, se doreste impunerea cu predominantd a componentei cu
modulatie de frecventd. Ecuatiile de stare ale sistemului rezultat sunt prezentate in

relatia (4.124).
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Vo 2
xl—a)l-x2+a1-xl-(l—x2)

'—
Xy =70 X,

- 2 2
X, —(a)2+k-xl)-x4+a2-x3-(1—x3 -Xx, )

x4':_(a)2+k'x1)'x3 (4.124)

Desi in rezultatele de simulare, prezentate in figura 4.16, se remarca o
modulatie de amplitudine parazitd, deviatia de frecventd, datoratd modulatiei
unghiulare, este evident mai mare fatd de exemplul anterior, subliniind

preponderenta modulatiei de faza / frecventa.

| | -0.2
-0.4
-0.6

Amplitudine
AN R

0
15 : : .
| |

u
|
|
| [
| [
| I
| [
| I
| [
| |
| |
| 1
|

| A2F - -~ el

L L L I I I I
0 2000 4000 6000 8000 10000 T4 2000 4000 6000 8000 10000
Timp Timp

Fig. 4.16 Evolutia in timp a variabilei de stare x4 (stdnga) si a variabilei x; din sectiunea

Poincare pentru conexiunea specificd modulatiei de frecventa (dreapta)

4.3.5 Dinamica haotica

Avand 1n vedere cd nu existd o comportare dinamica mai complexa decat cea
haoticd, aceasta ar putea fi usor definita ca "orice comportare, care nu intrd in
categoriile studiate anterior". Ca orice abordare facild, aceasta nu aduce prea multe
informatii, care sa lamureascd mecanismul intern al dezvoltarii haosului.

Sistemele care prezintd comportari haotice, in domeniul de conditii initiale
pentru care se manifestd aceasta comportare, au o serie de caracteristici comune,
care pot fi considerate ca simptomatice pentru evidentierea calitativd, empirica a
haosului [2]:

e variabilele de stare au o evolutie temporald nerepetitivi, cu o alura

similara perturbatiilor aleatoare;
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e fiecare variabild de stare este caracterizatd, in domeniul frecventd, de o
densitate spectralid de amplitudine platd, de bandi larga, specifica
zgomotului colorat;

e portretul de faza este o varietate diferentiald de dimensiune fractionard,
denumita fractal, n asa fel incat, el parcurge domeniul de atractie, fard a se
intersecta cu el insusi sau a tinde asiptotic catre o comportare preferentiala;

o evolutia temporald a sistemului haotic este senzitivd la conditia initiald
(si, implicit la parametrii sistemului si perturbatiile externe), aspect
confirmat de valoarea pozitivd a exponentului Liapunov (generalizare la
sisteme neliniare a notiunii de valoare proprie specificd sistemelor liniare),
portrete de fazad pornind din conditii initiale oricat de apropiate divergand,
fara a tinde insa spre infinit;

o extragerea de informatie, caracterizata prin faptul cd, in timp, evolutia
variabilelor de stare evidentiaza tot mai precis valorile conditiilor initiale si
a parametrilor sistemului.

Pentru a se putea obtine astfel de comportari dinamice, fara ca traiectoria sa se
auto-intersecteze transvers, sistemele analogice trebuie sa aiba ordinul strict mai
mare decat doi; pentru sistemele in timp discret nu se impun limitari asupra

ordinului.

4.3.5.1 Definitii

In general, definitiile referitoare la comportarile dinamice complexe se prezinta
pentru un domeniu, X, indeplinind conditiile de spatiu metric compact, pentru o
metricd, d, generald. Pentru situatiile practice pe care le vom discuta in continuare,

ne va fi suficient sa ludm in consideratie situatia particulard a unui domeniu, D, ca
un compact din &", unde N este ordinul sistemului studiat, iar metrica este distanta

Euclidiand in &".

Definitie: Sistemul dinamic, avand functia de tranzitie a starilor f : D — D, este
disipativ, dacd divergenta derivatei vectorului de stare pastreaza semn constant,

negativ, pe intreaga durata de evolutie a sistemului:
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V-£(x)<0 V>0 (4.125)

In relatia de definitie, (4.125), divergenta noteaza:

v A, B, )

ox, Oox, Ox (4.126)

de o suprafata neteda, S, avand normala extarioara la suprafatd, n, se obtine relatia:
dv

= f-nds

dt 7% (4.127)

Combinand aceasta relatie cu teorema divergentei:

ﬁ:.fyv'de:ﬁsf'“dS (4.128)

se obtine ecuatia diferentiala ce guverneaza evolutia in timp a volumului:

dv
= =Vt x@) av
dt j‘:ﬁV (4.129)

Atata timp cat conditia de ne-pozitivitate a divergentei, (4.125), este indeplinita,
evolutia volumului stdrilor va fi una descrescatoare in timp, justificand
interpretarea de disipativitate a sistemului analizat.

Un sistem neliniar analogic, de ordinul trei, avand proprietatea de disipativitate

este sistemul Lorenz, descris de ecuatiile diferentiale:

=0

d

d%”:_ﬂ-y+xy

(4.130)

Se poate calcula divergenta membrului drept al ecuatiilor diferentiale, rezultand:

VA(x)=-o-p-1 (4.131)
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Dca suma parametrilor, o + 3, este mai mare decit - 1, divergenta este negativa,
evidentiind proprietatea de disipativitate a sistemului Lorenz, pentru aceasta gama
de valori ale parametrilor. In plus, valoarea divergentei este constanti, ceea ce
permite obtinerea unei forme usor integrabile a ecuatiei de evolutie a volumului din

spatiul starilor, in forma:
V=—aV a=—0c-f-1 (4.132)

Prin integrare, se obtine evolutia temporald a volumului starilor, in forma unei

exponentiale cazatoare la zero:
_ L pat
V(e)=v(0)-e (4.133)

Definitie: Sistemul dinamic, avand functia de tranzitie a starilor f: D — D, este
ergodic, sau topologic tranzitiv, daca exista o conditie initiala, xy, In domeniul D,
astfel ncat orbita sistemului pornind din aceastd conditie initiald sa fie densa intr-

un subdomeniu conex si Inchis, X, inclus in D:

Clo {X(t)}tzo =X (4.134)

In relatia (4.134) am notat cu Clo inchiderea (multimea punctelor de acumulare)
a unei multimi. Notiunea de tranzitivitate topologica semnifica, din punct de vedere
intuitiv, faptul ca traiectoria sistemului "umple" (parcurge dens) subdomeniul X,
inclus in D, justificand, in unele aplicatii, interpretarea evolutiei haotice ca un
proces de "cautare". Ca terminologie, caracterizarea sistemelor topologic tranzitive
ca fiind ergodice este corelatd de notiunile de statistica a variabilelor aleatoare. Cel
putin pentru sisteme discrete, se poate demonstra faptul ca un sistem ergodic, in

sensul definitiei precedente, genereaza semnale ergodice in sens statistic [1].

Un sistem, similar sistemului Lorenz, avand ecuatii putin mai simple, dar o

comportare dinamica la fel de complexa, este sistemul Rossler, descris de ecuatiile:
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d%it:_y_z

d%it:b+x-z—c-z

O simulare a evolutiei acestui sistem, pentru valorile parametrilor utilizate uzual

(4.135)

pentru evidentierea caracterului sau ergodic: a = -0,2, b= 0,2 si ¢ = 5,7 si pornind
din conditia initiala x(0)" = [5,0 3,1 3,0] sugereazi tendinta sistemului de a

parcurge dens un domeniu tridimensional de forma reprezentata in figura 4.17:

Z 20 10 X

Fig. 4.17 Reprezentarea grafica a unui exemplu de evolutie tridimensionald a sistemului

Rossler

Definitie: Sistemul dinamic, avand functia de tranzitie a starilor f : D — D, este
senzitiv la conditiile initiale dacd existd o constanta pozitiva, M, astfel ca, pentru
oricare doud conditii initiale oricat de apropiate intre ele, dar distincte, existd un
moment de timp dupd care traiectoriile se distanteaza intre ele mai mult decat

limita impusa, M, eventual exceptdnd o multime de momente de masura nula:

M e R, VX (0,0 € X 3,1 Ve2 T, d(x (00)2M 4 150

sau, in cazul discret:

IM e R, vx,(0),x,(0) € X 3K, : Vk > K, d(x,[k],x,[k])> M 4.137)
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Un exemplu ce evidentiaza senzitivitatea sistemului Rossler la conditiile initiale
este prezentat in continuare. Simuldrile ale caror rezultate sunt prezentate in
figurile urmatoare au fost realizate pentru doud sisteme identice, plecand din
conditii initiale foarte apropiate: x,(0)" = [5,0 3,10 3,0] si x,(0)" = [5,01 3,10 3,0].
Asa cum se remarca din figura 4.18, cele doud traiectorii, una reprezentata cu linie
continud subtire, cea de-a doua cu linie Intrerupta groasd, sunt apropiate pentru un

interval scurt de timp, divergand exponential pe mésura trecerii timpului.

apropiate

Pentru a evidentia mai clar diferenta intre cele doud traiectorii, pentru aceeasi

simulare s-a calculat norma erorii intre cei doi vectori de stare:

) =~(x, —x,) (x,~x,) =Ve e = /e’ +¢,” +e” (4.138)

In figura 4.19 se remarca evoutia crescdtoare a erorii, &), pe un orizont

temporal de 900 ms, din care numai primele 100 ms traiectoriile sunt apropiate,

ducand la o eroare suficent de mica spre a fi neglijabila.
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Fig. 4.19 Norma erorii intre vectorii de stare a doua sisteme Rossler pornind din conditii
initiale apropiate

similare la micile diferente ale parametrilor, sau la perturbatii de amplitudini mici.
In figura 4.20 sunt reprezentate erorile intre vectorii de stare a doud sisteme Rossler
zecimala pentru unul dintre parametri, respectiv o perturbatie aleatoare de

amplitudine mai mica de 107, pentru graficul din dreapta.

5 | | | | 05 | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
4dr—--- [ [ [ R 04r---- [ [ [
| | | | | | | |
| | | | | | | |
o 3F-—-—-—- - — === I— — — — — = ——— 44— 0 0.3F-—--- - — === I— — — — — - ————4-
5 | | | | 5 | | | |
2 | | | | 2 | | | |
| | | | | | | |
I.IJ2 77777 T T T [ I.IJ02 77777 T T T [
| | | | | | | |
| | | | | | | |
1-—-—- -—— - - == = = M - 01F-—-—-- -—— - - - = — — - u —
| | | | | | | |
UL —_ . A !
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
Timp (ms) Timp(ms)

Fig. 4.20 Norma erorii intre vectorii de stare a doud sisteme Rossler pentru diferenta

intre parametrii a (stanga) si perturbatie aleatoare (dreapta) de 107

Exista doud definitii general acceptate pentru dinamica haotica: definitia slaba
datorata lui Wiggins si cea tare introdusd de Dewaney.
Definitie: un sistem dinamic, neliniar se numeste Aaotic in sens slab, daca este:

1. disipativ;
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2. senzitiv la conditiile initiale;
3. ergodic.

Pentru a fi haotic in sens tare, in plus fatd de cele trei conditii anterioare, mai
este necesar ca domeniul D sd contind o infinitate numarabild, densa in D, de
cicluri limita repulsoare. Aceastd conditie suplimentard da un inteles profund
aspectului complex al portretului de faza al unui sistem haotic. Pornind cu o
conditie initiala, xo, din domeniul D, apropierea cesteia de un ciclu limitd instabil
face traiectoria sistemului sd se Indeparteze de respectivul ciclu limita. Multimea
ciclurilor limitd fiind densa, traiectoria sistemului se va apropia de un alt ciclu
limitd, care insd o va respinge la rdndul sdu. Numarul infinit al ciclurilor limita
instabile face ca "ricoseurile" succesive ale traiectoriei sa se extinda pe toata durata

evolutiei sistemului, fragmentand alura portretului de faza.
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Fig. 4.21 Evolutia temporala pentru cele trei variabile de stare a sistemului Lorenz si

portretul de faza tridimensional (dreapta jos)
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Avand in vedere mai marea usurintd de a analiza sistemele s§i semnalele
discrete, o modalitate de a evidentia comportarea haotica, este aplicarea sectiunii
Poincare. Pentru un sistem haotic analogic de ordinul N, prin sectionare Poincare se
obtine un sistem discret, de ordinul N — 1, tot cu o comportare dinamica haotica.

Exemplele expuse in continuare fac apel la sistemul Lorenz, descris de ecuatiile
de stare (4.130). Realizdnd simulari pe un orizont de timp suficient de mare, se
obtin evolutii in timp ne-repetitive, cu alura aleatore, sugerand comportarea haotica
a acestui sistem, asa cum se remarcd in fig. 4.21. Tot In aceastd figurd se
evidentiaza si alura tranzitivd a portretului de faza, sugerand doud oscilatii, pe doua
suprafete strimbe ce se imtersecteaza, cu salt aleator de pe un tip de oscilatie pe

celalalt.
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Fig. 4.22 Evolutia in timp a esantioanelor starii sectiunii Poincare (sus) si portretul de

faza corespunzitor (jos)
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Sectiunea Poincare, reprezentatd grafic in figura 4.22, rezulta prin intersectia
traiectoriei sistemului cu planul descris de ecuatia z =28, aleasd din dorinta
obtinerii unui numdr cat mai senificativ de puncte de intersectie, pentru o
reprezentare graficd sugestiva. Si aceste rezultate de simulare sugereaza dinamica

haotica a sistemului studiat.

4.3.5.2 Exponenti Liapunov

realizatd pe baza exponentilor Liapunov. Fara nici o pretentie de rigoare, am putea
interpreta intuitiv aceste marimi ca fiind similarul valorilor proprii ale matricei de
tranzitie a starilor pentru un sistem liniar, "generalizate" la cazul sistemelor
neliniare. Similar valorilor proprii, exponentii Liapunov sunt in numar egal cu
ordinul sistemului analizat, sugerand céd fiecare exponent Liapunov evidentiazd
senzitivitatea sistemului analizat "pe directia" variabilei de stare cu acelasi indice.
Definim exponentii Liapunov ca tendinte asimptotice de separare a doud
traiectorii ale unui sistem dinamic, care pornesc din conditii initiale infinit
apropiate. In cazul sistemelor analogice, notand cu u(z),v(z) doud traiectorii ale
aceluiagi sistem N-dimensional, plecand din conditiile initiale u(0),v(0), putem

detalia analitic:

j”:hmz.( lim Mj el N

>t | w0->v g (0)—v,(0) (4.139)

Judecand similar pentru sisteme in timp discret, putem rescrie ecuatia

anterioara:

jﬂ:]iml.( lim Mj n=1-- N

k= Jo | u[0]>v[0] un[O] —Vn[o] (4.140)

Calculul efectiv al valorilor exponentilor Liapunov este in general dificil, in
cazul analogic existind situatii cand este chiar imposibil. Principiul general se
bazeazd pe liniarizare, dar nu in jurul unui punct, ci de-a lungul unei intregi

traiectorii. Pentru fiecare moment de timp, se deduce sistemul liniarizat in jurul
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vectorului de stare curent, x(¢), sau x[k]. Pentru matricea de tranzitie a starilor,
dependenta de timp, A(f), sau A[k], se calculeazad valorile proprii, 4,(f), sau A,[k].
Interpretand valorile proprii ale matricei de tranzitie a starilor ca viteze instantanee
de divergenta a traiectoriilor, relatiile de definitie, (4.139) si (4.140), se modifica

prin explicitarea limitelor din paranteze:

40| n=1-,N

A =lim!(ln
t~)oot

(4.141)
pentru cazul sistemelor analogice, respectiv, pentru sisteme discrete:
A .1
A, =lim—-(in|4,[k]) n=1-,N
ko k (4.142)

Dificultatea principiala in determinarea valorilor exponentilor Liapunov este
legata de determinarea valorilor proprii intr-un numar infinit de puncte. Daca in
cazul discret, putem evalua cu oarecare incredere exponentii Liapunov prin
aproximarea limitei cu estimatorul corespunzator unei valori mari dar finite a
timpului discret, &, pentru sisteme analogice, intre valoarea corectd si estimarea
realizatd prin simulare numerica se mai interpune si algoritmul de discretizare a
ecuatiilor analogice, care ridicd un semn suplimentar de intrebare asupra preciziei
valorii estimate.

Urmatoarele rezultate matematice, ne permit si tragem totusi o serie de
concluzii calitative, chiar printr-o analiza numarica.

Teorema: dacd divergenta functiei vectoriale de tranzitie a starilor este
constanta de-a lungul traiectoriei sistemului, atunci valoarea ei este datd de suma

exponentilor Liapunov:
N ~
V-1(x(0)=>"4,
n=1 (4.143)

In consecinta, pentru sisteme conservative, suma exponentilor Liapunov este

nuld, iar pentru sisteme disipative, negativa.
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Teorema: valoarea exponentilor Liapunov nu depinde de conditia initiala din
care porneste traiectoria sistemului, atita timp cat aceasta se limiteaza la bazinul de
atractie al aceleiasi multimi limita.

Din punctul de vedere al estimarii numerice a valorilor exponentilor Liapunov,
acest rezultat ne asigura de faptul ca orice traiectorie utilizatd calculul aproximativ,
este matematic validd. Nu ni se ofera insd aceleasi garantii privind viteza de
convergenta.

Pentru interpretarea rezultatelor obtinute, este important de remarcat
corespondenta intre valorile exponentilor Liapunov, si comportarea dinamica a
sistemului neliniar analizat.

Teorema: dinamica neliniard poate fi clasificatad, luand In consideratie valorile
exponentilor Liapunov, in forma:

e In cazul dinamicii constante, toti exponentii Liapunov sunt negativi;

e Dinamica periodica este caracterizatd de un exponent Liapunov nul, iar
restul negativi;

e Mai multi exponenti Liapunov nuli, iar restul negativi, implicad o
dinamica de tip cuasiperiodic;

e Cel putin un exponent Liapunov pozitiv, restul fiind nuli sau negativi,
conduce la concluzia de dinamica haotica (situatia mai multor

exponenti Liapunov pozitivi poartd numele de hiperhaos).

4.3.5.3 Dinamica simbolica

O incercare de algebrizare a problematicii sistemelor neliniare este oferita de
abordarea, indusa de teoria ergodicda, denumitd dinamicd simbolicd. Metoda,
prezentatd pe scurt in continuare, se bazeazd pe cuantizarea starii sistemelor
dinamice neliniare si este orientatd numai spre analiza sistemelor in timp discret.
Acest tip de abordare oferd o deschidere naturala cu privire la studiul dinamicii
neliniare a convertoarelor de date (analog - numerice §i numaric - analogice).

Definitie: multimea finitd S = {s;, ... ,s3} se numeste alfabetul dinamicii

simbolice, {s; }, - ;. p purtand denumirea de simboluri ale acesteia.

Definitie: aplicatia cu valori finite:
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0, :RY > S Q,(x[k])=s[k] (4.144)

poartd denumirea de dinamica simbolicad.
O metoda eficientd, avand si aplicabilitate practica, de a defini o dinamica
simbolicd este aceea de a alege un domeniu de interes, D, inclus in spatiul

vectorilor de stare ai sistemului discret, neliniar supus analizei §i partitionarea

acestuia Intr-un numadr finit, B, de subdomenii. Subdomeniile, {D, }, - ; . p trebuie
sa respecte conditiile de corecta definire a partitiei:

B

Ub,=D D(\D.=® Vbzc

b=1 (4.145)

Atasdnd fiecdrui subdomeniu, D,, un simbol, s, din alfabetul dinamicii

simbolice, putem defini dinamica simbolica prin aplicatia:

B
0,(x)=2s, -, (x) (4.146)
b=1
Am notat functia de apartenenta a subdomniului D, cu w,(x), in sensul:

1 D
wb(x)z{ < xeD,

O=xeDb, (4.147)

Aplicatia astfel definitd poate fi extinsd apoi la intregul spatiu al starilor. In
functie de aplicatie, se poate realiza o prelungire prin periodizare sau prin
addugarea unui simbol suplimentar in alfabet, care sd cuantizeze situarea starii
inafara domeniului, D. Ultima varianta este avantajoasa mai ales daca se doreste
mascarea unor eventuale comportdri dinamice ce se manifestd in exteriorul
domeniului studiat.

Pentru implementarea unei cuantizari uniforme, intalnitd la convertoarele de
date uzuale, se pot alege subdomenii egale ca dimensiuni. De exemplu, pentru un
sistem unidimensional, cu pasul de cuantizare ¢/B, subdomeniile pot fi definite:

D,=[(b-1)-q/B.b-q/B) s5,=b-1; Vb=1--,B (4.148)
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Aceasta definire a subdomeniilor asigurd disjunctivitatea si completitudinea
partitiei (4.145), pentru domeniul D = [0 , g), aisgura calculul comod al functiei de
cuantizare Qp(x), (4.146), si permite etinderea prin periodicitate, dacd aceasta
modeleaza corect functionarea convertorului A/N.

Nu pentru toate tipurile de comportdri dinamice ale sistemelor discrete
neliniare, dinamica simbolica este la fel de relevantid. Pentru cazul dinamicii
constante, dinamica simbolicd este §i ea constantid, dupa un eventual regim
tranzitoriu de lungime finitd, ludnd valoarea s,, corespunzitoare subdomeniului,
D,, care include punctul fix. Modul in care evolueaza dinamica simbolica in cazul
ciclurilor limitd depinde de alegerea subdomeniilor. Pentru o alegere rationala,
conform careia domeniul, D, cuprinde domeniul estimat de atractie pentru ciclul
limitd, iar subdomeniile partitioneaza ciclul limitd in cel putin doud submultimi,
dinamica simbolica are o evolutie periodica. Aceste conditii rdimén valabile si n
studiul dinamicii cuasiperiodice, in aceastd situatie dinamica simbolicd fiind
cuasiperiodicd la randul ei. De asemenea, in cazul dinamicii haotice, secventa
cuantizata prin dinamica simbolica este ne-repetitivd in mod haotic.

Un exemplu tipic de utilizare a dinamicii simbolice uniforme pentru studiul
unui sistem discret cu dinamica haotica este constituit de iterarea unidimensionala

a deplasarii binare de tip Bernoulli:
Ak +1]= f(x[k]}  f(x)=2-x - sign(x) (4.149)

Pentru ca un sistem unidimensional sa aiba o dinamica haoticd, functia de
tranzitie a starilor trebuie sd fie ne-injectiva, sd fie surjectivi pe o multime
compactd, in cazul nostru / = [-1 , 1), conditii usor verificabile pentru functia

(4.149), chiar prin simpla inspectie vizuala pe reprezentarea graficd din figura 4.23.
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Fig. 4.23 Caracteristica neliniara a deplasarii binare Bermoulli (stanga) si dinamica

simbolica asociatd (dreapta)

Adoptand o dinamica simbolica bazata pe cuantizarea pe doua nivele -1 si +1,
corespunzatoare subintervalelor [-1 , 0), respectiv [0 , 1), rezultd schema bloc din
figura 4.24.

Comportarea haoticd a sistemului, ca si modul in care dinamica simbolica

reflectd acest tip de evolutie temporala, sunt sugerate de graficele cu rezultate de

simulare din figura 4.25.
x[n+1] x[n] y[n]
11z = > ]
Dinamica Semnal
simbolica Digital

z
Dif Dublare
=

Sign

Fig. 4.24 Schema bloc a sistemului Bernoulli



210 CAPITOLUL 4: NOTIUNI DE DINAMICA NELINIARA

Stare
Dinamica simbolica
.
o
T
|
1
|
Il
T
|
1
T
|

-1 H u_ gl

|

|

|

1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Esantioane Esantioane

Fig. 4.25 Evolutia temporala a variabilei de stare (stdnga) si a dinamicii simbolice

(dreapta) pentru conditia initiald x, = 0,31

Pe langa modelarea functiondrii circuitelor de conversie a datelor, dinamica
simbolica poate fi folositd in scopul verificarii comportarii haotice a sectiunilor
Poincare prin traiectoriile sistemelor analogice. Exemplul ce urmeaza continua
studiul realizat pe sistemul Lorenz. Portretul de fazd al sectiunii Poincare, din
figura 4.21, sugereaza existenta a doud zone de grupare a punctelor: cadranul I si
cadranul III. La aceasta sugestie, realizand o dinamicd simbolicd bazata pe
cuantizarea pe doud nivele a variabilelor de stare, in functie de semnul acestora,
rezultd o evolutie neperiodicd, de genul celei prezentate in figura 4.26, care

confirma comportarea haotica a sistemului analizat.

R
B -

Dinamica simbolica

1 1 1 1
2000 4000 6000 8000 10000
Timp

Fig. 4.26 Dinamica simbolica atasata sectiunii Poincare prin sistemul Lorenz
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4.4 Concluzii

Studiul sistemelor neliniare deschide calea unor metode de prelucrare a
semnalelor cu un mare grad de noutate si cu posibile imbunatétiri de performanta,
in raport cu metodele clasice, liniare. Capitolul de fatd a urmarit sd contureze
principalele aspecte teoretice constituind metodologia de studiu a unui sistem
neliniar, din punctul de vedere al dinamicii sale interne. Modalitatea de constructie
a unui model matematic adecvat urmata de clasificarea comportamentelor dinamice
ce pot fi puse In evidentd in evolutia sistemelor neliniare au constituit
principaleledirectii de investigare a fenomenelor neliniare. Este de remarcat nivelul
mai scazut de dezvoltare al domeniului dinamicii neliniare, comparativ cu studiul
sistemelor liniare. De aici nivelul mai scazut de abstractizare si, implicit numarul
mai redus de algoritmi algebrici, care sd permitd obtinerea de rezultate cantitative,
care sa sprijine, la randul lor, proiectarea sistemelor dinamice neliniare. Multe
dintre rezultatele existente in domeniul dinamicii neliniare se bazeazd pe
liniarizarea sistemelor neliniare analizate. Mare parte a rezultatelor de utilitate
practica oferd mai mult conditii §i interpretari pentru simuldrile numerice, decéat
solutii generale de analiza cantitativa.

Metodele de analizd a comportamentelor dinamice simple, cum ar fi
comportarea constantd, sau oscilatiile periodice sunt mai cantitative i mai usor de
interpretat intuitiv. Bazate pe algoritmi de sorginte liniara, studiile de atractivitate
pentru punctele de echilibru si punctele fixe, pot oferi rezultate generale si
cantitative, in special in varianta liniarizarii locale. De asemenea, analiza ciclurilor
limitd, bazata pe multiplicatorii caracteristici, pare mai apropiat proiectantului
obisnuit cu metodele liniare. Rezultatul de maxima putere si generalitate este insa
sectiunea Poincare, ce ofera o intelegere profunda asupra legaturii intre sistemele
neliniare continui si discrete. Comportarile complexe, de tip cuasiperiodic sau
haotic, sunt cele mai promititoare din punt de vedere aplicativ, In special in
domeniile sistemelor de modulatie si conversie de date, dar beneficiazd mult mai
putin de rezultate de analiza algebrice. In acest sens dinamica simbolica poate fi o

dechidere promitétoare.
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