Technical University Faculty of Electronics and Signals, Circuits and
of Iasi, Romania Telecommunications Systems laboratory

-

Circuite neliniare pentru prelucrarea semnalelor

Studiul stabilitatii prin metoda Liapunov



Cuprins

WA
—

B Studiul stabilitatii prin metoda Liapunov

Definirea functiei Liapunov

Prima teorema Liapunov

Aproximarea prin liniarizare locala

Interpretari geometrice

Sisteme de tip gradient

Aplicatii la proiectarea algoritmilor de invatare

CNPS curs 5 Studiul stabilitatii prin metoda Liapunov




ml Definitia functie1 Liapunov (analogic)
—<>

Definitie

Sistemului analogic, neliniar, autonom: X'(t) _ f(X(t))

avand un punct de echilibru in vectorul x*, i se ataseaza functionala:

V:RY 5 R

Daca aceasta respecta conditiile:
1. Vix )=0
2. VxeU.cR",x#x :V(x)>0

3 %V(x(t))<0.' V>0

atunci functionala se numeste functie Liapunov atasata sistemului initial.
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w)| Definitia functiei Liapunov (discret)
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Definitie
Sistemului discret, neliniar, autonom:  x/k + 1/ = f(x/k])

avand un punct fix in vectorul constant x*, i se ataseaza functionala:
VRY >R

Daca aceasta respecta conditiile:

L Vx)=0

2. VxeU. cRY.x#x :V(x)>0

3. Vix[k+1])<V(x[k]): YkeN

atunci functionala se numeste functie Liapunov atasata sistemului inifial.
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Teorema Liapunov

—<p

Teorema:

= Daca unui punct fix sau de echilibru al unui sistem neliniar,
s discret sau analogic,

= ise poate atasa o functie Liapunov,

= atunci punctul corespunzator are caracter atractor.

Interpretare:

Daca functionala V(x) este functie Liapunov,

ea defineste o hipersuprafata in spatiul RN

hipersuprafata asemanatoare unui hiper-paraboloid,
interpretabil, cel putin local, ca 0 marime de tip energetic.
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Interpretare geometrica a teoremei Liapunov

¢
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Aproximare prin liniarizare locala (analogic)

Intr-0 vecindtate suficient de restransa, sistemul neliniar autonom
studiat poate fi gproximat prin sistemul liniar: y'— A.x

. definim functionala patratica. vx)=—-x"-Ax
Evident: 1(0)=0

Daca sistemul analogic liniarizat este stabil, A are valori proprii cu
partea reala strict negativa. Functionala: xT.A.x

rezulta negativ definita, deci V(x) este pozitiv definita, confirmand:
Vx)>0 VxeR",x#x :
ov' dx 3

3. — ()—— E——XT°A'A'X=XT'M'X

Mo A == == (Rels, ) ~(m(3, ) <0

Functionala patratica definita de matricea M
este negativ definita.

N =

d
> —V(x)<0
7 (x)

J *
VxeRY x#x
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Aproximare prin liniarizare locala (discret)

A
—<=>
. Intr-o vecindtate suficient de restra nsa, sistemul neliniar autonom
studiat poate fi aproximat prin sistemul liniar: x1% 1 11= A-x[k]
. definim functionala patratica. y(x)=—x" ( A-T, )X
1. Evident: 770)=0

Daca sistemul discret liniarizat este stabi/, A are valori proprii cu
modulul strict subunitar. Functionala: x"(A -1, }x

rezulta negativ definita, deci V(x) este pozitiv definita, confirmand:

Vx)>0 VxeR",x#x :

3. Forma patratica definita de matricea A - I, are valori proprii strict
subunitare.

Vix[k+1])<Vx/[k]): VkeN
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ml Interpretare geometrica a aproximarii liniare

—=p

= intr-o vecinatate suficient
de restransa a punctului de
echilibru, paraboloidul
definit de forma patratica
V(X), aproximeaza functia
Liapunov a sistemului
neliniar autonom,

= In acelasi mod in care, intr-
0 vecinatate similara,
functia neliniara de tranzitie
a starilor este aproximabila
printr-una liniara

CNPS curs 5 Studiul stabilitatii prin metoda Liapunov




Sisteme de tip gradient

‘
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intr-un spatiu vectorial finit dimensional, avem de rezolvat o problema de
optimizare, fara constangeri: minimizarea functiei de cost\V(x):

min V(x); xeR"

Functia de cost\V/(x) este o functionala concava, avand un minim absolut
in punctul de optim cautat, x*.

putem privi aceasta functionala ca pe functia Liapunov a unui sistem
neliniar autonom, avand un punct de echilibru in x*,

punctul de echilibru fiind stabil, cf. primei teoreme a /lui Liapunov,
sistemul neliniar proiectat, va evolua in timp spre punctul de optim x*.

interpretam gradientul functionalei Liapunov, 0V/dx , ca directie de
crestere a /unctiei de cost .

directia de evolutie a traiectoriei sistemului trebuie luata in sens opus:
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Sisteme de tip gradient analogice

—=p

Sistem de tip gradient (evoluand in sensul scaderii gradientului):

dx oV

M

Constanta p, din sistemul ecuatiilor de stare, permite modificarea
vitezei de evolutie a sistemului in directia dorita.

Analizand stabilitatea prin metoda Liapunov:

2
d oV’ dx ov' ov YoV
Ay AoV oV SV o was 0
i Yo T o o #;(éxj 3

n

Primele doua conditii din teorema Liapunov fiind indeplinite din
conditiile problemei de optimizare.
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Sisteme de tip gradient discrete

‘
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Sistem de tip gradient (evoluand in sensul scaderii gradientului):

X[k +1] :X[k]—,u-a—V
OX
Constanta p, din sistemul ecuatiilor de stare, permite

modificarea vitezei de evolutie a sistemului in directia dorita.
Analizand stabilitatea prin metoda Liapunov:

Vix[k+1])—V(x[k]) ~ ‘2_’/ (xJk+1] —x[k]) =

X

2

ov' ov N oV

_y 2 2. — | <0 Vu>0
“x ex ;[&Cj 3

n

Primele doua conditii din teorema Liapunov fiind indeplinite din
conditiile problemei de optimizare.
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Aplicatn la proiectarea algoritmilor de invatare

‘
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= Algoritmii de invatare sunt sisteme neliniare, multidimensionale,
utilizate la adaptarea parametrilor altor sisteme, liniare sau neliniare,
cu parametri variabili in timp (parametrice).

s Dimensiunea vectorului de stare a sistemului de adaptare (algoritmului

de invatare) este egala cu numarul parametrilor sistemulur supus
adaptarii (invatarii) - N.

= Sistemul rezultat din interconectarea sistemului supus invatarii si a
sistemului de adaptare se numeste sistem adaptiv.

»
»

e
e N e g
Sistem parametric w w Algoritm de invatare d f=—
y y
,, T Y

CNPS curs 5 Studiul stabilitatii prin metoda Liapunov 13




Exemple de sisteme adaptive

Filtre adaptive

Retele neurale

Egalizoare pentru canale de comunicatii

Sisteme de control automat

Sisteme de identificare a parametrilor unui sistem necunoscut
Sistemele de reducere a zgomotului

Sistem de reglaj automat al amplificarii (RAA, AGC):

>

NAO
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ml Filtre digitale FIR adaptive
—p

Filtrele digitale FIR sunt descrise de functia de transfer de forma:

H(z)= i nk]-z™*

« Unde coeficientii h[k] sunt esantioanele raspunsului la impuls.

 Filtrele FIR sunt:
— Neconditionat stabile
— Mai putin selective decat filtrele IIR
« Neconditionata stabilitate a filtrelor FIR permite adaptarea lor usoara,

deoarece modificarea coeficientilor functiei de transfer nu poate duce
la intabilitate
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=1  Filtre digitale FIR adaptive
A
—<p
a efk] elk-1] e[k-N]
| > 1/z 1
Semnal Z Z
deintrare | v
4> X <’ X 4’
Prod Prod Prod ? VK]
. pl
Add Semnal
de iesire
— h[N] e[x] T
h[2] Ercare 1 . %"
h[1
[. | : Add d[k] Semnal
Algoritm de invatare dorit

sistem gradient
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Functionale pentru optimizare

1

%

Pentru proiectarea sistemului gradient pentru invatare, formulam
tema de proiectare ca o problema de optimizare

Eroarea instantanee: g[k]=d[k]- y[k]

Unde iesirea este data de convolutia discreta:

y[k]=hk]*e[k] Zh[nk e[k —n]=h[k]-e[k]

h[k]= [h[O, k]..h[N, k]] e[k]= [e[k —1]...elk—N ]]T
Posibile functionale de eroare:
— FEroarea patratica instantanee: E[k]=¢*[k]

1 L
— Eroarea medie patratica: E[k]=—> &’[k—1]
L+173
L
— Eroarea patratica ponderata:  E[k]= Z p-e'lk-11 pe(0,...,1)

/=0
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=l Algoritmi de adaptare a filtrelor FIR
A
—=>

« Sistemul gradient care implementeaza algoritmul de adaptare:
OE

ch
« Detaliem derivata partiala a functiei de eroare:

OE OB _ . 0e_, . Oy
“—[k]==[k]-=[k]- = [k]=——[k] e[k
ah[] ag[]ay[]ah[] ag[]e[]
« Unde derivata in raport cu eroarea instantanee depinde de alegerea

functionalei pentru optimizare

h[k +1]=h[k]- u-

g’[k] sau
OE 0 1 &
k= 2 e k=11 sau
88[] o€ L+1§ [ ]

L

> phelk—1]

/=0
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Algoritmul ‘Least Mean Square’ (LMS)

Pentru alegerea functionalei de optimizare sub forma erorii patratice

instantanee:
Ek=2-¢[k]
o€ OE -
L ——[k]=-2¢[k]-e[k]
E k1=~ E [k efk] ch
ch o€ J
Sistemul gradient rezulta:
OE

h[k+1]=h[k]—,u-8—h =

h[k +1]=h[k]+2u-[k]-e[k]

Reprezentand algoritmul de adaptare pe baza celor mai mici patrate

(Least Mean Square) LMS
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Schema bloc a filtrului FIR cu algoritm LMS

- e[k] elk-1] e[k-N]
— > 1/z — — —» 1z —
Semnal z Z
de intrare
:: X P j .
Prod TProd Prod viK]
o
Add Semnal
= RAad de iesire
h[k] e[k]
L — e[k] T e
+¢J 4—@47 +47DDDDDD
- 1/z Prod 2.mu Add  dk] Semnal
2 dorit
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